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W artykule przedstawionoze pétgrupa charakterystyczna sumy prostej
i iloczynu prostego automatéw asynchronicznychesiipéjnych i ustalone analogi
ich rozszerzé s¢ izomorficzne. Wzwszy pod uwagiz pétgrupa charakterystyczna
okresla zdolng¢ do przetwarzania informacji, to sgnprosy i iloczyn ména
uwaad za realizagg — odpowiednio sekwencyjnych i réwnolegtych oblicze
Uzyskane rezultaty oznaczaj owa zdolng¢ nie zaley od realizacji sekwencyjnej
lub réwnoleglej (taka sama liczba klas abstrakcjdpowiednich pétgrup
charakterystycznych).

ISOMORPHISM OF THE CHARACTERISTIC SEMI - GROUP OF T HE DIRECT
SUM AND DIRECT PRODUCT OF THE ASYNCHRONOUS AUTOMATO NS
OF THE STRONGLY CONNECTED AND DETERMINED ANALOGS
OF THEIR EXTENSIONS

In this article it is presented that the charac#ic semi — group of the direct
sum and direct product of the asynchronous autonsatif the strongly connected
and determined analogs of their extensions are @gphous. Taking into account
that the characteristic semi — group determinesabidity to process the information
then the direct sum and direct product can be aersas realization — the sequence
and parallel calculation accordingly. The obtaineelsults mean that this ability
doesn’'t depend on the sequence and parallel re#diza(the same number
of abstract class of the suitable characteristimsegroups)

1. WSTEP
W publikacji [7] przedstawiono rozwania dotycace automatéw z klasy
DFASC,(deterministic finite asynchronous strongly conedyt i EXT DFASG
(deterministic finite asynchronous strongly conedcextensions). W pracach [9, 10, 11]
przedstawiono twierdzenia na:
- Zlozonas¢ polgrupy charakterystycznej sumy prostej i iloazyrprostego
automatéw asynchronicznych silnie spojnych DFAST,
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- Zlozongé¢  pOilgrupy  charakterystycznej  sumy  prostej  automatéw
asynchronicznych silnie spojnych ustalonych analogdzszerzé zwigzanych z
izomorfizmami EXT DFASG[10],

- Zlozonas¢  poilgrupy charakterystycznej iloczynu prostego  matHw
asynchronicznych silnie spéjnych ustalonych analogdzszerzé zwigzanych z
izomorfizmami EXT DFASG[11]

Przy wyznaczaniu zi@mndsci potgrupy charakterystycznej sumy prostej i ilgma
prostego automatu z klasy DFASCEXT DFASG wykorzystano nowy algorytm na
wyznaczanie najmniejszej wspolnej wielokrattioliczb naturalnych przedstawiony w
[1,3,5,6,8]. W pracach [5,6,8] przeprowadzono fdmpadowdd. W pracy [8] pokazano
takze odpowiedny interpretacje graficznprzedstawiono tale programy ¢zyku BASIC ,
PASCAL i C* wraz wizualizagj i praktyczm realizacj.

2. ROZWAZANIA WPROWADZAJ ACE

Relack R [0 X XY nazywamy funkej, gdy dla kadegoa [ X istnieje doktadnie
jeden elemenb Y takize a R b. zbior X jest nazywany zbiorem oldlencici, a
zbiér 'Y zbiorem wartéci funkcji. Funkcja f jest 1-1 (réznowartgciowa,
jednoznaczna), gdg, # a, implikuje, ze f () # f (a,). Funkcja jest ,na ", gdy

v={b:b=f(a),alX }.

Grupoidem nazywamy paruporadkowan, (S o) gdzie: S niepusty zbior, ¢)
operacja binarna na zbiorze stano®. Operagy binarm na zbiorze S nazywamy
przeksztatcenie niepustego podzbioru zbi@ X S w zbior S. Binarm operacy (°) na
zbiorze S nazywamydczm (asocjatywn), jesli
ao(boc)y=(aob)oc dawszystkicha, b, cLIS.

Polgrupa, to taki grupoid &, o), w ktérym operacja {) jest asocjatywna.
Niech?. bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Zbidr, bedziemy nazywali alfabetem, a
jego elementy literami. StowerX w alfabecie, nazywamy dowolny aig liter alfabetu,

napisanych obok siebie, a dhigostowa (oznaczanprzez M) nazywamy liczb tych

litero .
Skaiczonym automatem zdeterminowanym bezéépiazywam uporaglkowary trojke

(S, X, M), gdzie:
S — jest skaczonym, niepustym zbiorem stanow,
2. — jest skéczonym, niepustym zbiorem wiéj

M: S x> - Sjestfunkch przejé.

Symbolem 2." oznacza bedziemy przeliczalny nieskmzony zbiér cigéw o

skanczonej dhlugéci, utworzony z elementéw zbiorQ, . Zbiér 2.° razem z operagj

konkatenacji (operacja pmizenia dwéch stéw, poleg@a na napisaniu ich obok siebie w
celu otrzymania nowego stowa), tworzy potgfupolna zwary polgrup wejsciowa.
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Symbole Y." oznacza bedziemy monoid wegiowy, czyli > = >.* [ 4, gdziea jest
ciagiem pustym.

Funkck M rozszerzamy do obszaru oflmnosci S x 2" w nastpujacy sposob:
niech M (S, X) bedzie zdefiniowane, wtedy:

M(s,Xx0)=M (M (s, X), 0)dlakadego SUS, xUX", oUX.
Na zbiorzeY” zdefiniujemy relagj:
X Ry wtedy i tylko wtedy, gdyllos M (S,X)=M (s,V).

Rjest relacy rownowanoici (relacja Myhilla). Klag réwnowanosci zawierajica
element X L1 X."oznacza deziemy;(, a zbiodr wszystkim klas rownowaocici oznaczé
quziemyT. Zbiér | tacznie z operagj (o) , gdzie X o ?:Yy tworzy
potgrupz(odpowiednio monoid), zwan poéigrupa charakterystycan (odpowiednio
monoidem charakterystycznym). Polgsugharakterystyczn automatu A oznaczé
bedziemy | (A).

Dla automatuA= (S, 2., M) definiujemy automat charakterystyczny
A= (S,@, M), gdzie funkcja przé¢ M jest zdefiniowana nagiujaco
M (s, X)= M (s, X).

Sktadnikiem autonomicznym automatuA=(S,>,M) nazywamy automat
A= (S,{X}, M,) gdzie xOX"i M, jest ograniczenienM do SX{X}.

Dla kazdego X [J Y- zdefiniujemy przekszta’:ceniéX zbioru S w siebie, gdzie :
f.(S)=M (s, X), dla kadego S LU S. Przeksztalcenié, jest implikowane przezX.

Zbiér przeksztatae zbioru S w siebie implikowanych przez wszystkie elementy)z

bedziemy oznaczasymbolemJ . J ze wzgédu na operagj superpozycji, jest zbiorem
generatoréw pewnej potgrupy.

PotgrupaF jest antyizomorficznaf poniewa:
¢ I - F, ¢(xX)=1f,, gdzie xUIl, xUI przy czym:
W) @(Xey)=9(xy)="f, =1, (f)=0(y) #(X)
i px)=p(y)= f, =1, =03 M(s, X)=M(s,y) > xRy =
= X = Y, azatemp jest ,1-1
(i) p(x)=f, =0 p(x)=9"(f,)=> x=9¢* (f, ) azatemp jestna.
Automat mana zatem zdefiniowa jako pae (S,J), a automat
charakterystyczny automat( J ) jako pag (S, F).
Automat A= (S, 2., M) jest silnie spéjny wtedy i tylko wtedy,gedla kazdej
pary (S, S,) stanéw automatiA istnieje elementX z pétgrupy wejciowej taki,ze
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M (s, X)=Ss,.

Automat A= (S, 2., M) bedziemy nazywa asynchronicznym wtedy i tylko wtedy gdy,

gdy dlakadego sLUS i o U 2 zachodziM (s,0)=M (s,0 0).
Automat A= (S, 2., M) jest zupelny, j#i jego funkcja przejcia jest zupetna.
Automat A= (S, 2, M) jest w petni okréony, jeli jego funkcja przeié jest w

petni okrélona.

Niech A =S, >, ™M) i B = (S, Y, ® ) beda automatami
deterministycznymi. Funkcjaf : A - B jest rozumiana jako funkcja przeksztacaj
S w °S. Funkcjaf : A — Bnazywamy homomorfizmem (zachowuje operacje),
jezeli: ("M (s,0)=°®M (f(s),0)),dlakadegosIS i ol Y.

Jeeli f: A - B jest ,1-1” i ,na” oraz zachowuje operacje to f gaamy

izomorfizmem.
Homomorfizmem uogdélnionym automatuA w B nazywamy par przeksztatce

(f,, f,) takich,ze: f,: ASII¥-5S, f,: ¥ ¥ 5%" oraz
f.(*M(s,X)) = BM(f,(s), f,(X)) dlakadego s O S, xO ®X".
Niech q2 i A’= (Sq_l,Z, M q_l) bedzie  automatem,  niech,

Al = (Sl,Z, M l) ..... A= ( S M) beda  obrazami  izomorficznymi
Zwigzanymi z izomorfizmami stanowymi
g dIz(A’ = A ..., g% O1z(A"? - A"™). Rozszerzeniem q automati

Zwigzanym z izomorfizmami  stanowymi go,gl,...,gq_l nazywamy trojk
u _ [ext,(A) exty (A) -

porzdkowary exl;](A)— S >, M | gdzie:

exy(Alg = (SO, Sl,”-’SQ—l) ex (A1 = (M 90 Mt M q,q—l)

g:S-S i=01..9-1
S={8,5,-1S1} S ={s, 884
natomiast Sij = gi(Sj) j=0L...n-1

Ustalonym analogiem rozszerze)(TqA: (S,Z, M ) automatu

A = (S 2> M ) zwiazanego z izomorfizmami g°,g',...,g%" jest tréjka
uporza(dkowana(extq (A)) = (eth(A)SD,Z, eth(A)l\/l D) gdzie:

ex‘q(A)SD — U?:—(il).sl a exE(A)M D: eXTq(A)SD % z _ exrq(A)SD
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jest funkch przeg¢ zdefiniowam dla dowolnych S[J S , Jjak nastpuje
>4 (s,0) =M% (s,0).
Dla wszystkich przedstawionych roziea 2, = {00,01}
wprowadzamy X, = 0,0, i X =0,0,, dla ktérych f, = fgl(fgo),
f, = fao(foa)' Dla dowolnegox 0 X" zdefiniujemy przeksztatcenie
f,: SO~ S okrelone jak naspuje: Oy s T, (S) = M (S,X) gdzie: dla X =X'0
mamy Uusf(9) = F0(9) = T, (f(5,0).

Sung prosh automatéw A= (AS,Z,AM) i B=(BS,Z,BM) jest trojka
uporadkowana Al B = (ADBS,Z,ADBM ) gdzie ""®S="SO°®S;
ATBM . APBSx > L AIBS i dla kadegosI”"BSi ¢g O3 zachodzi

*M(*s,0) jesi A0 s
ATBM (s.o) =
M (®s,0) jesii ®sO®S
lloczyn prosty automatév A = (AS,Z,AM ) i B= (BS,Z,BM ) jest trojla
uporadkowan, AX B = ((AXB)S,Z,(AXB)I\/I ) gdzie (~B)g=AgxBg.

(A8l (HBlgxy |, (AB)g 5 funkcja przeg jest zdefiniowana jak nagtuje
~*M((*s%s)(0))= ("M (*s,0) *M(*s.0)).

3. IZOMORFIZM POLGRUPY CHARAKTERYSTYCZNEJ SUMY PRO STEJ |
ILOCZYNU PROSTEGO AUTOMATOW ASYNCHRONICZNYCH SILNIE
SPOJNYCH | USTALONYCH ANALOGOW ICH ROZSZERZE N.

Twierdzenie 1.
Niech A= (AS,Z,AI\/I ) i B= (BS, >, BM ) beda automatami z klasyDFASQakimi,
7e card(AS)> 2 i card(BS)> 2 wtedy potgrupa charakterystyczd\%ﬂﬂ B) sumy

prostej automatéw A i B jest izomorficzna z groim charakterystyczn | (Ax B)
iloczynu prostego automatoéw A i B.

Dowdd.
Wiadomo z [3] jak réwnig z rozwaan wprowadzajcych niniejszej pracye:

na zbiorzeY." zdefiniujemy relagj:
X Ry wtedy i tylko wtedy, gdyllos M (S,X)=M (s,VY).
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R jest relacy réwnowanasci (relacja Myhilla). Klag rownowanosci zawierajca element
x > "oznacza deziemy;(, a zbior wszystkim klas réwnowaosci oznacza
bedziemyl . Zbiér | tacznie z operagi (o) , gdzie Xo Y=Xy tworzy
potgrup(odpowiednio monoid), zwan poigrupa charakterystyczn (odpowiednio
monoidem charakterystycznym). Poétgeugharakterystyczn automatu A oznacza
deziemy@.

W [9] twierdzeniach 1 i 2 wykazano réwnolicztorozwazanych potgrup

charakterystycznych dla sumy prostej i iloczynuspego automatow
Teraz dowodzimy wiasrié izomorfizmow:

Niech  (¢):1(ADB)I - 1{AxB)

Niech  @(x)=x (def.1)
Z rozwazan wprowadzajcych [3] wynikaze (/ (;() S I (def.2)
O f, =M (S, X), gdzie X jest dowolnym reprezentantem klaxy (def.3)

Aby wykaza, ze @ jest izomorfizmem poétgrupy charakterystycznej pgale
0] ¢(g ° Xj) = ¢(X1X ) XX, =X, 0 X, = ¢(E)o ¢(Xj) (zachowana operacja)

(i) def.2 det3
¢(;(1):¢(;(2) = (AxB)fX = (AXB)fX o (AOB)§ = (ADB)fX2:>

1 2 X
= 0_weM(5,%) =M (5,%,) = X =X, = X1 =X
a zateng jest ,1 - 1"
(iii) ¢(;() = X jest oczywdcie ,na’.
Na podstawie twierdzenia 1 [9] i twierdzenia 2 y@fkazano rownoliczn ( taki
sam zbior przeksztattp odpowiednich péigrup charakterystycznych dla sumy

prostej i iloczynu prostego automatéw DRESC
C.B.D.O.

Twierdzenle 2

Niech extq ADB)= (exﬁ SR RTERIVY

i extﬁ AxB) =( b(#B)g 5 eXt*(AXB)l\/I) beda rozszerzeniami zazanymi z
izomorfizmami §, g ... d* sumy prostej A B = ((ADB)S,Z,(ADB)M) i iloczynu
prostego AXB = ((AXB)S 5 (Bl ) automatow A= (AS >, "M ) i
B=(%S,2,°M) z Klasy DFSG takimi, ze card(AS)>2 i card(®S)> 2; wtedy

poigrupa charakterystycznah((exi;q (AD B)) ) ustalonego analogu rozszerzenia sumy
prostej automatow A i B jest izomorficzna z  poigr
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i \

charakterystycznl ((extq (AX B))D) ustalonego analogu rozszerzenia iloczynu prostego

automatéw A i B.

Dowdd.
W twierdzeniu 1 [10] i twierdzeniu 1 [11] wykazan@wnoliczndg¢ odpowiednich pétgrup
charakterystycznych ustalonych analogbéw rozszeszetla sumy prostej i iloczynu

prostego automatéw:
Niech ¢: 1 lext, (A0 B))” - Ilext,(AxB))°

Niech #(x)= x (def.1)

Z rozwazan wprowadzajcych [3] wynikaze (/ (;()26)<'i‘(A)fX ....................... (def.2)
ex (A)f _

Dsu%sm( w(A) f7 = MY(sx) (def.3)

(exh (A))D f d

gdzie:X jest dowolnym reprezentantem z klasy, a « przeksztatceniem
ustalonego analogu rozszerzenia stanowego autofarwiazanego z izomorfizmami

stanowymi g°, g*,...,g%".
Aby wykaza, ze @ jest izomorfizmem potgrup charakterystycznych mgle

(') ¢(;(1 o ;(2) = ¢(@) = @ = Yl o xj = ¢(E)° ¢(X72) (zachowana operacia)
X def.2 def 3
¢(;1) = ¢(72) — ext, (AxB) f :equ(AxB)f - ext, (AD B)f —ext, (A0 B)f

X X2 X X2

(ext,(ATB)F fMD:(EXH(ADB))foZD —~ [ oo g M D(S, Xl) =M D(S, X2) -
e X =X = g = 72
a zateng jest ,1-1"

(iii) ¢(;() = X jest oczywdcie ,na’.
Na podstawie twierdzenia 1 [10] i twierdzenia 1][tvykazano rownoliczni ( taki
sam zbior przeksztatgp odpowiednich péigrup charakterystycznych dla sumy
prostej i iloczynu prostego automatéw EXT DFASC

3. WNIOSKI

Definicje relacji rownowanosci Myhilla na zbiorze stanéw automatu oraz potgrupy
charakterystycznej automatu pozwolity wydoélsen mazliwosci obliczeniowe . Tak vec
na automat spojréemazna zaréwno pod gem widzenia systemu algebraicznego o
charakterze strukturalnezykowym, jak i modelu oblicze

Wzigwszy pod uwag iz pétgrupa charakterystyczna olleezdolng¢ do przetwarzania
informacji, za sung prost i iloczyn prosty ména uwaaé za realizagi — odpowiednio
sekwencyjnych i réwnolegtych obliczaizyskane rezultaty oznaczay owa zdolné¢ nie
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zalezy od realizacji sekwencyjnej lub réwnolegtej (talsama liczba klas abstrakcji
odpowiednich pétgrup charakterystycznych)
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