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Ruch ukfadu dynamicznego imoby wywotany przez ehe czynniki pochodzenia
zewretrznego lub  wewtrznego. Przy modelowaniu matematycznym wybieramy
zewrgtrzne czynniki wymuszgje, ktérych wptyw na uklad jest najbardziej zn@yz Takie
czynniki zewgtrzne g zazwyczaj nazywane wymuszeniami. Reakcja uktadmadane
wymuszenia jest scharakteryzowana matematycznéz mizrélong transformacy zwary
operatorem uktadu. Dla szerokiej klasy rzeczywistp&tadéw dynamicznych zwek
miedzy wymuszeniami a reakcja jest scharakteryzowamgzprownania réniczkowe
ruchu. Dynamiczne ukiady mechaniczne reprezgcdujobiekty plywajce s scisle
ZWigzane z procesami stochastycznymi. Zmienne stanarametry wejcia w tych
modelach maj charakter probabilistyczny. Modele matematycznkicta uktadéw g
reprezentowane przez uktady stochastycznych rmbwidaniczkowych tworz uktady

réwnai 1t0.

APPLICATION OF PIERSON-MOSKOWITZ WAVE SPECTRUM TO S OLUTION
DIFFERENTIAL EQUATIONS OF MULTIHULL VESSEL

Motion of a dynamic system can be generated bgrdiff external or internal factors.
At mathematical modelling external excitation fastoof the most significant effect
on the system, are selected. Such external faatersisually called excitations. Response
of the system to given excitations is mathemayicalharacterized by a definite
transformation called operator of a system. For edd class of dynamic systems
the relation between excitations and response &atherized by differential equations
of motion. Dynamic mechanical systems which reptesiwating objects are tightly
associated with stochastic processes. State vasahhd input parameters of the models
are of probabilistic character. Mathematical moded$ such systems are represented

by sets of stochastic differential equations, arhfsets ofltd equations.
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1. WSTEP

Zwiazki miedzy wymuszeniem (wgjiem) uktadu mechanicznego a odpowigdzi
(wyjsciem) oraz parametrami strukturalnymi @rzedstawione najggciej w postaci
réwnai rézniczkowych. @ to przewanie rownania Lagrange’a postaci:

%(‘;}?E)__ —Q +/1(1)C(l)ﬂ +A C(Z)V (1)

gdzie:
E -energia ukladqu -wspétrzdna uogélnionan -sita uogdlniona,

O 2 o , o . .
/]” ) /]V -mnazniki Lagrange’a odpowiednio wzoéw holonomicznych i
anholonomicznych

Uzupetnieniem réwnania (1} s6wnania wynikajce z ré@niczkowania réwna wiezow

Cka)uqk _I_Ck(l)uqk +DOX = O} o

Ck(Z)qu +C|£2)Vq'k +D@ =0
gdzie:
C(l)”, C(Z)V, D®# oraz D@ s funkcjami wspotrzdnych uogdlnionych i czasu.

Dla uktadéw holonomicznych réwnania (1) przyjmuprostsa post&. Po prawej
stronie wystpuja tylko sity uogdlnione Qj. Wykazuje s}, ze zagadnienie dynamiki

uktadu mechanicznego opisanego modelem (1}emomy¢ rozwazane jako zagadnienie
ruchu punktu w przestrzeni konfiguracyjnej (przesti Riemanna). Rownania (1)
sprowadzgj si¢ do uktadu rowna drugiego rzdu.

Istnieje inny zapis rowna opisupcych dynamik uktadéw mechanicznych. Zai
rozwazania tkzda prowadzone w przestrzeni fazowej to vagstwowczas dwukrotnie wcej
wspotrzdnych bo oprécz uogdélnionych pojawia shka sama liczba uogolnionychdbw.
W tym przypadku mamy do czynienia z dwa razyksm liczba rownai pierwszego radu.
Jezeli zwiazki miedzy wzbudzeniem i odpowiedziuktadu dynamicznegoaszwiazkami
.bezinercyjnymi” to metody analizyasoparte na elementarnej teorii prawdopodasiea.
W tym przypadku podstawowym zagadnieniem jest wgzeaie gstcsci rozktadu
prawdopodobigstwa. W bezinercyjnych przeksztatceniach proceséwrowadzenie
dodatkowych zwizkow probabilistycznych typu czasowego nie powodmpgian tego
procesu. Przyktadowo na wzbudzenie typu markowskiedpowied uktadu jest réwniz
typu markowskiego. Wana klas; proceséw stanowiprocesy drugiego edu tj. procesy o
skonczonej wariancji. W tym przypadku vy role odgrywa funkcja korelacyjna procesu.
W przypadku uktadu proceséw korelacyjnych zme utworzy macierz korelacyjp Dla
procesu stacjonarnego (funkcja korelacyjna zalgylko od r&nicy czasowej) warkd
srednia isrednie odchylenie kwadratowe nie zaleod czasu. W procesach ergodycznych
srednie liczone po przestrzeni zdarzementarnych §rednie liczone wzghdem czasuss
sobie rowne. Bardzo egto procesy stacjonarne drugiegedu charakteryzuje sigestoscia
spektrala tzw. widmem energetycznym. Zaygiek medzy funkch korelacyjr a gestoscia
spektrala wyznaczaj rownasci Chinczyna-Wienera. deli obszar cgstasci w ktdrym
gestas¢ spektralna jest tda od zera, jest da mniejszy od pewnejredniej wartéci to
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proces nazywamy agkopasmowym. W przypadku przeciwnym proces nazywamy
szerokopasmowym. Proces o stalegtgici spektralnej nosi nazw,bialego szumu”.
Procesy cechuage s¢ niezmienniczécia prawdopodobigstwa przejcia wzgkdem wyboru
chwili poczitkowej nazywamy procesami Markowa.

2. ROWNANIA RO ZNICZKOWE DLA PROCESU STOCHASTYCZNEGO Y (t)
Réwnanie postaci:

dY(t)

T: F[Y(t),X(t,y),t], Y(to) :YO Q)
gdzie:
F - funkcja nielosowaX (t,y) - proces stochastyczny,
nazywamystochastycznym réwnaniemengczkowym
Warunek pocztkowy Y, moze by deterministyczny lub losowy. deli réwnanie (3)
dotyczy mocno nieregularnych proceséw stochastyaznyakich jak ,biaty szum®, to

mamy do czynienia zstochastycznym réwnaniemzniczkowym It0, ktére przyjmuje
post&:

dY(t) = m{Y(t),t]dt + oY (t), t]dW(t) @)
gdzie:

Y (t) - nieznany proces stochastyczh,(t) - proces Wienera,

m(y,t) i o(y,t) - s pewnymi funkcjami okréonymi dlat O[t,, T], y [ (-c0, ).

Ze wzgkdu, ze realizacje procesu Wieneraser&niczkowalne, wgc aby moéc catkowa
réwnanie (4) wymagane jest oklenie catki stochastyczne]tﬁ. Stochastyczne réwnania
[t0 sa wykorzystywane do modelowania uktadéw dynamiczngaeybko zmieniagymi
sie losowymi wymuszeniami, np. wymuszeniami opisywanymzez biaty szum. Cegh
charakterystycznstochastycznych réwnaltO jest to,ze przy dé¢ ogéinych zatgeniach
rozwigzaniami § procesy dyfuzyjne Markowa.

Uktad dynamiczny moemy opisa przez linowe stochastyczne réwnanieniézkowe w
postaci:

Y(t) = AY(t) + BX(t) + £(t) tO[0,T] (5)

gdzie:
£(t) -jest d-wymiarowym procesem szumowynEz (t) = 0, Ai B sa niewiadomym
(dxd) i (dxp) parametrowymi macierzamiX (') : [0, T] —» RPjest znan
p-wymiarow, funkcia.
Gdy przyjmujemyze £(t) jest Gaussowskim biato-szumowym procesem, wowczas
réwnanie (5) staje sistochastycznym réwnaniemzrdczkowym typu ltO :

dY(t) =[AY(t) + BX(t)[dt +dW(t), tO[0,T] )
gdzie:

W(t) -jest d-wymiarowym procesem Wienera.
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3. JEDNOSTKI WIELOKADLUBOWE

Jednostki wielokadtubowe typu katamarany i trimgraraleza do zi@onych uktadéw
dynamicznych mocno nieliniowych. zii model uktadu dynamicznego jest liniowym

modelem jednostek ptywagych to rownania:
6

‘Zlijﬁi +B;n, +Cynp = F (t) (7)
gdzie: o
l; =M, +A; - macierz bezwiadriei,
M j - elementy macierzy uogolnionych mas konstrukgiji,
Aj - elementy macierzy uogdélnionych mas hydrodynamjichmmas towarzyszych,
Bij - macierz ttumienia hydrodynamiczne@j, - macierz sztywnii hydrostatycznej,

17, - wektor przemieszcaeuogdlnionychf, (t) - wektor siti momentow wymuszaych,

moa by¢ analizowane jako uktad dwoch grup nieggonych ze sobpzawierajcych
réwnania wzajemnie spgzone. Zakltadamye istnieje sprgzenie przez liniowe i
nieliniowe wspétczynniki ttumienia i wspétczynnigprzystasci hydrostatycznej.

Zaktadamy i badany obiekt traktujemy jako liniowy uktad dynamiy o 6-ciu
stopniach swobody. Naig do nich :

a) oscylacja wzdtna (surge)#], , b) oscylacja poprzeczna (swal)s, ¢) nurzanie
(heave)s},, d) kotysanie (roll)#),, e) kiwanie (pitch)#; , f) myszkowanie (yaw)7, .
Uktad wspoétrzdnych zwazany z katamaranem pokazano na rys.1.

Na

qPp=
|

Rys.1. Schemat modelu fizycznego katamarana

Lokalne ruchy jednostkiagego odpowiedazi na wymuszenia pochogtz od falowania
morza.
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Do pierwszej grupy nala rownania opisuice ruchy symetryczne (ruchy wzdhe) do
ktorych nalea: /7,,/]5,/]s. Druga grupg stanowy rownania opisuice ruchy

antysymetryczne (ruchy poprzeczne) do ktérych zalic 177,,77,,/7s. Wzgkdy

konstrukcyjne (symetria) wielokadtubowych jednospiwajacych pozwala na analiz
grupowo sprzzonych ruchow obiektu, a co za tym idzie ograniceeiosci zmiennych
stanu wysipujacych w rownaniach.

4. ROWNANIA STANU JEDNOSTKI WIELOKADLUBOWEJ

Réwnania stanuasjenem ze sposobOw na reprezentowanie modelu mgternago
uktadu dynamicznego. Alternatywnym do rowinsstanu sposobem opisu uktadu

dynamicznego jest transmitancj&5(S), ktora zaklada zerowy stan patkowy.

Transmitancja opisuje ogolne wtasnbstacjonarnego ukladu liniowego o jenem o) i
jenem wyjciu, niezalénie od rodzaju wymuszenia. Dla uktadéw opisanyctiolvymi
réwnaniami raniczkowymi o statych wspotczynnikach transmitangest funkcp
wymierrg zmiennej zespolonej s (rmma p przedstawdi za pomog ilorazu dwdch
wielomianéw (10)).
Przy wyznaczaniu uktadu réwhatanu przyjmujemy nagiujacy schemat pogpowania:
1) ruch wynikowy obiektu na fali nieregularnej stan@nperpozyej ruchéw na fali
regularnej,
2) uwzgkdnia st tylko naptyw fali czotowej od ktérej wyspuja tylko ruchy:
1, -surge, /], -heave if] -pitch.

Wykorzystupc réwnanie (7) ruch obiektu wymuszany afaljest przedstawiony
nastpujacym réwnaniem stanu:

P=Q ®)
Q=-1"B-17"Cn+I7F

gdzie:
|, B, C- macierze3x 3
m h F
P=<r Q=351 F,=1F (9)
s Ns Fs

3) zaktada size odpowied w postaci uogdlnionych siF, (i = 1,35) od fali, na

wymuszenie od fali 0 wysokoi &(t) moze by aproksymowana uktadem,
ktérego transmitancja ma poéta

F(s) _b,s” +bs+b,
$(s) s’ +as+a, (10)

gdzie:
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F(Fl’ FS’ FS)’ bO(b01’b03’b05)’ b.l.(bll’blS’bl5)’ b2 (b21’b23’b25) '
al(ail’a:l.S’alS)’ aZ(a21’a23’a25)'

Zwiazek (10) mae by zapisany nagpujacym uktadem réwnastanu:
fi=F—hy¢ fp="f,+hd¢

. . : (11)
f,=F-h¢$-h¢ f,=-a,f,—af, +hy<
gdzie:
hy, Ny, h, - state okrélone wspotczynnikami réwnania (10),

fl(fll’ f13’ f15)’ f2(f21’ f23’ f25)’

hO(h01’hO3’h05)’ hl(hll’hl3’hJ.5)’ (h21’h23’h25)'

Aby otrzyma proces losowy wysokei fali &(t) (fala nieregularna) natg wykorzysta
znane spektra energetyczne (widma falowania) &giywowej na obiekt

@ (@) = widmo Piersonavioskowitza (12)
Wybrane powysze widmo aproksymujemy funlkicjiestosci spektralnej postaci:
B Cw’
g(w) = (13)

W' =2V W’ + wy
Wprowadzamy filtr ksztattu wykorzystag zalazenia:
1. W obydwdch spektrach tj.(12) i (13) maximum wymtje przy tej samej gstotliwosci
i ma g samy wartasé
[oe) [0}
2. [ @ss(@)dw= [ g(w)dw
0 0

3. Procesy wysokii fali s3 generowane przez transmitan€(s) , jezeli na wegciu jest
tzw. "biaty szum” to jest to wéwczas tzw. filtr Ksdtu. G(s) jest dana zalaoscia:

S
G(s) = ZL (14)
s"tas+a,
Zaleznosé (11) odpowiada nagbujacemu uktadowi rownastanu
g, =¢ g, =9, +ta,W
(15)

g, =¢&—aW 9, =-a,0, ~a,g, ~a,aW
gdzie:
W - bialy szum”, &(t) -proces falowania.
Réwnania stanu dla ruchéw symetrycznych jednostki



ZASTOSOWANIE WIDMA PIERSONA-MOSKOWITZA... 1893
=4
X, =7,
X, =2, =1, =~ _18’73 =1 _1C’73 +1 _1F3 (16)
X; = 2
X, =2
%, = 2, =iy = =1 "Brjg =1 'Cry + 1 7'F,
Macierz réwna stanu maemy zapisaw nastpujacej postaci:
.. C B |- D E ~
=-—Q+|——Q+t|— |[F+|— |G+aW 17
o [ A}Q [ A}Q M M 0
gdzie: o
fll
f
ql ql g ao fZl
Q: ds Q: ds G:|: 1:| ~:{ i| F = 13
9, 3 f23
Os Us
f2I.5
L f25_
Powyzsze maemy zapisaw postaci réwnanidto
X = AX +BIW (18)

O3x3 i I i 03x6 i O3x2
N S A
.. A ! A : A ! A ) -
Q = _E ______ _E ______ i _____ Q + 912x1 w
_G_ 6x6 i 6 i 6x2 G
02x6 i 02x6 E[PZ]

gdzie:0,,.- macierz z warteciami zerowymim- ilos¢ wierszy,n-ilog¢ kolumn



1894 Kazimierz TEBACKI, Agnieszka KROLICKA

F=[R]F G=[p]c+aw
[0 1! | ]
i 02x2 E 02x2
Ty TE 11:. _________ _E __________
0 1 100
_| 3 | L= _ o 1
[Pe]‘ Oy ! i 0y, [1=/0 10 [Pz]‘ —a, -a,
. a23_a13i 0 01 ?
""""" [ R R §
02x2 i 02x2 i
L : i_ Qo5 ~ A5
5. WIDMO PIERSONA-MOSKOWITZA
Dla widma Piersona-Moskowitza przyjmuje siastpujace wielkaci (w postaci
bezwymiarowej):
- 19)
S(w) _ 1 ., . 1(a)T j ) (
F(w) = = 2175 exp[-— 2
(@) T, (he, 8n2[2n] Pl m\ 2m ]
Dla €L 059 otrzymuje st nastpujace relacje midzy charakterystycznymi okresami
a a T
T,=092T; wT,=4849; —~=—"=1=0771; T,=T =1408,
w, w T

Do rozwizania przyjmujemy:

B

T,=0,7711, T, = 0921,

1 (2mr ° 1 21T ° 1 21T °
A==l | = = — | =18817
8 (sz 8772(0,92le 8r7%(092)° [TJ .

4
B = 1(2_”] = 4961
m\ T,

Widmo aproksymujemy funkgjgestasci spektralnej nagpujacej postaci:

@9
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o) =2 @)
W' -V W +
Niech
2vaf, =D
(23)
W) =E
Wyznaczamyw przy ktorej wysipi extremum czyli:
Co’
W)=—F——— 24
9@ = 7 g (24)
) 9
%[(p(a))] = %[g(a))] (25)
Z warunku,ze w tym samym miejscu istnieje extremum otrzymujemy
Pierwsze rownanie
1
4B\s 1 4
— | =E%czyi E=—=B 26
( 5 ] y 5 (26)
Z drugiego zatgenia
¢(a) =g(a)
1
o= [ﬂ Bj4 o= E% otrzymamy:
5
Drugie réwnanie
4 4
ﬂe5 = L (27)
4BY4B - 2JE-D
Trzecie rownanie
T Ca dw= miex;{—ijdw (28)
cw'-Daf +E X2 w’

Dalsza procedura wyznaczania wiedgoL, Vv, , V, jest pokazana w pracy [7].
Przyjmupc za L =4,500406826 oraz Vv, =1496512384v, = 0,602235192
obliczamy warté¢ statejC

C= 2AL, [(\/—\/vz——l)ll2 + (v+ V2 —1)1/2} (29)

478
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1 1
(v—\/vz —1F + (v+\/v2 —1)2 = 2,234507723

2
_ 1881787:0,7108%4 (2,234507723 ) 1 nasgg087 (31)

(30)

C

2772961
a, =~/C = 0,309559344h, /ey 2
@, = @ = 0,710370681) (33)
a, = wf = 05046265040
a, = wy/2(1- V) = 0,996506281, = 0,70788884401} -~

Wsp6otczynniki
(funkcji przej scia G(S)) Widmo Piersona-Moskowitza
¢ 0,095826981Z [y,
a, 0,309559344h, [/ cq
a 0,707888844,
a, 05046265047
6. WNIOSKI

Aby rozwiazaé réwnanie macierzoweltd postaci X = AX + BW naley przyjac
nastpujacy schemat pogpowania:

1. Zakladamyyze jest to proces dyfuzyjny

2. Nalezy napisé réwnania F-P-K (Fockera Planca Kotmogorowa)

3. Na podstawie rownaF-P-K wyznaczy cztery pierwsze momenty statystyczne:

m, m,, m;, m,

4. Przedstawirozwiazanie w postaci
3
X; =Y CU'=C,+CU +CU?+CU°
i=0

gdzie:U = standardowy proces Gaussa z zersartascia sredng i wariancp =1
5. WspotczynnikiC,, C,, C,, C, nalezy wyznaczy z rdwna na momenty statystyczne
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Metoda réwna Fockera-Plancka-Kotmogorowa (F.P.K.) jest jgdn metod analizy
stochastycznej. W pogtkowej fazie zastosowiametoda ta byta stosowana tylko dla
wymuszaé dajcych sk opis& procesami Markowa z wymuszeniami w postaci norgein
Lbiatych szuméw”. W badaniach dynamiki obiektéw whjacych wzbudzanych losowo
(niekoniecznie wymuszeniami o rozkladach gaussagkinae by stosowana metoda
oparta na teorii procesow Markowa z operatorermitdzymalnym w postaci drugiego
rzedu i zastosowaniem rownania F.P.K. dla funkcgstgici prawdopodobigstwa
warunkowego (funkcji przégia). Catkowanie rownaF.P.K. czsto mae sprawid duzo
trudnaici. Jednak w analizach ukladéw nieliniowych gdzieystapuja momenty
statystyczne wiszych redéw w r&nych kombinacjach mma odsipi¢ od catkowania
tych réwna. Z rowna F.P.K. uzyskuje gizaleznos¢ funkcyjra miedzy tymi momentami.
Dos¢ czesto wystarcza to do uzyskania zadowgdggh wynikéw w prowadzonej analizie.
Wymagania metody konieczne do spetnienia aby sktarhiezny od pierwszej pochodnej
wektora stanu byt liniowy (ttumienie liniowe) zoktgokonane przez modyfikacmetody.
Zamiast rozwizywat rownanie F.P.K. dla danego procesu, przeksztadcpe sv rownania
stochastyczne, ktdre pozwalaiitworzy¢ réwnania réniczkowe dla propagacji wao
sredniej i wariancji analizowanych zmiennych losotyc

Zastosowanie metody filtracji pozwala na anatiynamiki obiektéw wzbudzanych losowo
przez faé nieregulara o rozktadach wskopasmowych typu widma Piersona-Moskowitza.
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