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ZASTOSOWANIE GENERATOROW PSEUDOLOSOWYCH W WYZNACZA NIU
NIEPEWNO SCI WYNIKOW NUMERYCZNYCH

Wyznaczenie struktury i parametréw modelu materaaggo procesu zapisanego
w postaci rowna prowadzi do uzyskania wynikéw, ktérych interprigtapozwala na
wysungcie wnioskow jakftiowych i ilgiciowych w zakresie modelowanego zjawiska.
W artykule przedstawiono zastosowanie generator@augolosowych do oszacowania
niepewndci wynikdw numerycznych w celu oceny jagkanodelu matematycznego pod
wzgkdem dokfadnéei otrzymanych wynikéw.

NUMERICAL METHOD UNCERTAINTY ESTIMATION BY MEANS
OF PSEUDORANDOM NUMBER GENERATOR

Using mathematical equations as a model of the idensd process, obtained result
depends on its quality. The one of main problemludes the sensitivity
of model parameters for accuracy of the numericasults. The paper deals
with application of pseudorandom generators initgstdependencies between variation
of model coefficients and uncertainty of obtainealues estimated via computer
simulation.

1. WSTEP

Jakaciowy i ilosciowy opis rzeczywist@i dokonywany jest za pomgcmodeli
matematycznych [1,2]. Podeje takie pozwala na sformalizowanie opisu zjawiskaz
wykorzystanie matematycznych nedzi komputerowych do uzyskania wynilov
niezkednych w konkretnej aplikacji. W zastosowaniachyimerskich najistotniejszgrupm
narzdzi wspomagania jest oprogramowanie typu CAD (abgmputer Aided Design
oraz CAS (angComputer Algebra Syst¢mNazwa ta obejmuje programy komputerowe
zaprojektowane tak, aby skutecznie wspiezwiazywanie problentw technicznych danej
klasy. Niezalenie, czy wspomaganie komputerowe ma polega przetwarzaniu dej
ilosci danych, czy realizowaztozone obliczenia optymalizacyjne, dziatanie to sprdeea
si¢ do uzyskania wynilow numerycznych wyznaczanyclpodstawie zadanego algorytmu
obliczeniowego [3]. Prawidlowe postugiwanie sarzdziami wspomagania projektowania
wymaga zatendwiadomej analizy pojawiagych si problenw numerycznych. Do analizy
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tego typu sty oprogramowanie matematycznaymierskie, w ktrym istnieje nidiwos¢
badania wiéciwosci algorytmow rozwizywania zagadnie technicznych oraz testowania
ich w celu pniejszej implementacji w programach CAD. Przykladeprogramowania
tego typu mae by Matlab [6].

Opracowanie modelu matematycznego zjawiska lubgsoana na celu przeniesienie
zaleznosci wystpujacych w rzeczywistéi na poziom opisu Bwnaniami. Eksperymentalna
weryfikacja takiego modelu prowadzi wbwczas do wpizenia prawidtowego
odwzorowania przez Wdwnania matematyczne [4,6]othgim problemem, a esto
pomijanym w praktyce itynierskiej jest ocena jakoi modelu z punktu widzenia
wrazliwosci wyniku na zmiaa wartcsci jego parametiw. Oznacza to w praktyeée,
otrzymanie oczekiwanych wynilow m® nie by tak oczywiste jak przy zateniu statych
wartasci parametdw uktadu. Przyktadem meoby¢ na przykiad nieuwzgtinienie toleranciji
wartasci rezystancji rezystobw w procesie produkcyjnyotigzas symulacji catego ukfadu.
Pominkcie takiej analizy mge zniweczy zalazenia projektu. Innym przyktadem jest zie
uwarunkowanie numeryczne, gdy macierze @opisupcych model nie g osobliwe, ale
ich wyznaczniki g bliskie zeru. Otrzymany wynik przy zadanych paraaeh modelu
bedzie praktycznie bezyteczny.

Z uwagi na zastosowanie praktyczne projektowaniamgigerowego modele
wykorzystywane w warunkach przemystowych mapzwyczaj bardzo zhong struktue
rozwigzywara wytacznie metodami numerycznymi. W celu sprawdzeniazkvwasci
modelu tego typu stosowane setody Monte Carlo poleggje na statystycznej zmianie
wartaci parametdw oraz oszacowania na tej podstawiearznwartdci zmiennych
wyjsciowych. Skuteczn@ metod uwarunkowana jest gbwnie dokfagtrio odwzorowania
zadanych empirycznych rozkladdw prawdopodafiwa za pomac generatoBw
pseudolosowych. Dokladéé ta zaley od metody generowania pibek, jak i ich liczby
[3,4]. Ponkej przedstawiono praktyczny przyktad zastosowanisenegatora
pseudolosowego do wyznaczenia #lisgosci parametow modelu na otrzymane wyniki
symulacji komputerowe;j.

2. PSEUDOLOSOWA APROKSYMACJA ROZKLADOW
PRAWDOPODOBIENSTWA

Generowanie przebiegu pseudolosowegoazavie jest z zachowaniem parametiow
statystycznych  zbioru pidbek zgodnie z zaloym rozkladem  gptasici
prawdopodobigstwa. Problem ten jest istotny nie tylko przy madeniu statystycznym
procesw, lecz Bwniew kryptografii. Jednym ze sprawdzonych algorytrg@meracji liczb
pseudolosowych jest oparty na liniowej rekurengjicierzowej i opracowany w 1997 roku
przez Nishimug i Matsumoto, algorytm oznaczony jako MT19937 [@pwra cechy tego
generatora jest bardzo duokres powtarzania, wynagzy 2219937 iteracji, przy dobrej
szybkdaci dziatania. Poniewaalgorytm zostat zaprojektowany do modelowania rhetoi
Monte Carlo, posiada Owriiewvigcksz wnomiernéé generowania liczb pseudolosowych
niz inne algorytmy. W praktyce oznacza to uzyskaniérédpniezalenosci zmiennych
losowych. Cechy te zostaty zweryfikowane, zawaoppmog dowodiw twierdze, jak i
zestawu testw dla generatoidw pseudolosowychslaknech nazw diehard
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Podstawowymi rozktadami losowymi maymi zastosowanie w teorii propagacji nie-
pewndgci jest rozktad normalny oraz prostoky. Rozkiad prostakny stuwzy jako model
wystgpowania wielkdci z jednakowym prawdopodolistwem w zadanych granicach od
ag doag (rys. 1). Jego gptcsc prawdopodobigstwa przedstawia zaleos¢ [7]:
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Rys. 1. Funkcjagstasci prawdopodobigstwa rozktadu prostenego

Kolejnym rozkltadem odzwierciediggym z kolei zmienn& parametdw zjawisk
fizycznych jest rozktad normalny (rys. 2). Rozkiaen jest jednocZeie rozkiadem
granicznym dla splotu rozkladiw od wielu zmiennydtatego te stuzy do modelowania
parametow fizycznych dla ktrych wyptije jednoczesny wptyw kilku czynnilow na raz.
Gestas¢ prawdopodobigstwa rozktadu normalnego opisuje vnanie [7]:
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Rys. 2. Funkcjagstasci prawdopodobigstwa rozktadu normalnego

Do opisu jednego jak i drugiego rozkladu prawdopmestwa stia momenty
pierwszego oraz drugiegoedu. Pierwsz wielkoscia jest warté¢ oczekiwana -m bedaca
jednoczénie median dla ka&dego z nich. Wielk& u okresla zakres zmienrioi zmiennej
losowej wzgédem wartdci wielkosci m. Istotne znaczenie wymienionych parametdw ma
mozliwo$é¢ ich empirycznej estymacji na podstawie losowanynibek, co wyraaja
zaleznosci [7]:

=4 ®)

(4)

Wyznaczenie estymatobw poszczegnych rozkladwawpla na ocep przydatndci
generowanych pibek za pomogeneratora pseudolosowego. Na rysunkach 3 i 4
przedstawiono histogramy dla wymienionych rozkladmsowych wygenerowanych
generatorem MT19937. Wylosowano 1e6 piobek dladégo rozktadu. Widoczne na
wykresie zmiany wysolki histogramu wynikaj zadwno ze zliczania wada pidbek dla
klas w histogramie, jak i z niedokladid samego algorytmu. Przy zadanych wéstach
m=0 orazu=1 otrzymane parametry rozkladiw losowanych kompuie nie odbiegaj do
zadanych o wicej niz 0,1%. W przypadku zmienigjej sk liczby pibek doktadni ta si
zmienia. Zalenos¢ tych zmian dla rozktadu prostgtkego i wymienionego generatora
losowego przedstawiono na rysunkach 5 i 6. Wykmesywalaj na oszacowanie liczby
pbek wystarczagej do uzyskania zadanej dokladcioszacowania parametiow wybranego
generowanego rozktadu losowego.
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Rys. 3. Histogram numerycznego progtokgo rozktadu gstasci prawdopodobigstwa dla
1e6 probek i zakonych parametrow m=0, u=1. Wyznaczona z probeko&adczekiwana
wynosi m=0,0011 i u=1,001
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Rys. 4. Histogram numerycznego normalnego rozldadiasci prawdopodobigstwa dla
1e6 probek i zakmnych parametréow m=0, u=1. Wyznaczona z prébekasé&dczekiwana
wynosi m=2.7564e-4 i u=1,0002
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Rys. 5. Zmiany warfei estymatora parametru m dla rozktadu losowegankéji liczby
generowanych probek w zbiorze testowym
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Rys. 6. Zmiany warfoi estymatora parametru u dla rozktadu losowegamk€ji liczby
generowanych probek w zbiorze testowym
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3. ANALIZA PROBLEMU NUMERYCZNEGO

Koncepcja wyznaczania niepevéedwyniku numerycznego zostata przedstawiona na
rysunku 7. Generator losowy gu do wyznaczania piobek zmiennych $eepwych
wprowadzanych do modelu matematycznego. Uzyskanenvwspostb zmienne végjowe
maja charakter losowy i ich parametry mplgy¢ szacowane na podstawie zaleici (3,4).

W oprogramowaniu itynierskim, zmiennymi wégiowymi s parametry elementw
konstrukcji lub schematu elektrycznego. Przeprowpadz analiz tego typu ména
wyznaczy jak zachowa si dane rozwjzanie techniczne przy zaonej doktadnéci
parametéw materiatowych.

generator

=~ model > zmienne
pseudolosowy | matematyczny

wyjsciowe

Rys. 7. Wyznaczanie niepewciovyniku obliczé z zastosowaniem generatora zmiennych
pseudolosowych

Innym przypadkiem jest opracowanie struktury modelatematycznego i doldr jego
parametéw na podstawie pomiaw z obiektu rzecatpgp. Jest to gbwne zadanie
identyfikacji, na przyktad w procesach automatyg¢zegulacji. Otrzymane wspczynniki
Ownar przy nieortogonalnych seriach pomiarowych moprowadzé do uzyskania
macierzy osobliwych, co w przypadku prostych modialowych jest tatwo wykrywalne.
Przy modelach zimnych i nieliniowych wysipujacych w praktyce isynierskiej
zazwyczaj konieczna jest analiza wiwosci parametdwv modelu za pompgnetody
symulacyjnej. Odpowiedni dolix generatora pseudelego pozwala na wyznaczenie
wrazliwosci tych parametiw na kgowy wynik obliczé.

W celu zobrazowania zagadnienia zaprezentowany ami@st prosty problem
numeryczny. W przyktadzie wybrano model liniowy wegledu na istotne uproszczenie
analizy matematycznej. Korzysigj z modelu ukladu Bwia liniowych zapisanych
wyrazeniem (5) nalgy wyznaczy wartaci niewiadomych, oznaczonych symbolem
Macierzowy zapis Bwitazostat dostosowany do nadzia programowego jakim jest pakiet
Matlab. Przyjmujc wartgci parametiow macierzi jak w dwnaniu (6) oraz macier8yjak
w Bwnaniu (7), rozwizanie zalenosci (5) opisuje Bwnanie (8), gdzie podano bénie
obliczone analitycznie wartoi x.

Ax=B (5)

NlRrwlN
H
row|R

(6)
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Przedstawione zadanie, minie z matematycznego punktu widzenia jest banalne, w
praktyce imynierskiej mae nie dé& tak jednoznacznie pewnego wyniku. Elementy
macierzy A opisupcej parametry Bwnania liniowego zapisano w postdamkowej dla
zachowania doktaddoi numerycznej. W rzeczywistol, macierzyA mog odpowiada
zZmierzone parametry pewnego procesu @d&re z pewn doktadndcia wymierr,
zdeterminowas wihasciwosciami przyradiw pomiarowych. Oznacza tae z punktu
widzenia wiarygodn&i otrzymanego rozwrzania istotnym jest sprawdzenie wpltywu
zmian wartéci tych parametdv na wynik. W celu zbadania znaizzepisanego zjawiska
opracowano statystyczny model numeryczny pozweyaj nie tylko na oszacowanie
zakresu zmian wyniku, ale bwii@a okrélenie rozktaddw losowych dla zmiennejW celu
uproszczenia eksperymentu zano niezalenos¢ losows parametow macierz, a ich
rozktad jako normalny - rys. 8.
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Rys. 8. Losowe rozktady wafth elementéw macierzy przy zat@geniu 1% niepewngi
ich wyznaczania
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Przyjeto twniez, ze w wyniku wysgpujacych bediw losowych parametdw macierzy,
odchylenie standardowe od ich wad rzeczywistych wynosi 1%. Wyniki oblicze
przedstawiono na rysunku 9. Doktadnym, czyli agelihym rozwizaniem wnania (5)
jest wektor x=[x;,%]" = [117,-21], podczas gdy po uwazglnieniu zamodelowanej
niedokladnéci elementw macierzyA, x; moze z duym prawdopodobigstwem
przyjmowa wartasci 50 albo 200, natomiagt -30 lub -10. Wzgidne wartdci graniczne
bfedu dla rozwaanego przypadku magwigc wynies¢ 50 %, albo nawet 200%.
Przedstawione wykresy wskagujpwniez na asymete rozkladu prawdopodohistwa
zaistniatych bidbw.
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Rys. 9. Zmiany warfei otrzymanego wyniku z powodu 1% niepei@nayznaczania
parametréw macierz

4. WNIOSKI

Komputerowe wspomaganie projektowaniazaloych procesiw lub ugdzen nie zwalnia
od koniecznéci zrozumienia algorytmow w rozwiywaniu problemdw technicznych. W
wielu przypadkach praktyki #tynierskiej ich dokdr opiera sijedynie na bezkrytycznym
zaufaniu do oprogramowania, traktowanego jako ursalee nargdzie rozwizania
zagadnienia projektowego. Pongicie weryfikacji otrzymanych wynildw pod wzglem
wrazliwosci na zmiag wartcci parametdw modelu matematycznegozenprowadz do
uzyskania nieoczekiwanych wynildw. Zastosowanie oahet testowania wediwosci z
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zastosowaniem generatodw pseudolosowych pozwalawygkrycie osobliwdci na
wczesnym etapie projektowania nawet dla projekimsanych. Przytoczone w artykule
wartasci niepewndci dla prostego modelu liniowego wynase 1%, zatéone jedynie w
celu demonstracyjnym, w rzeczywistd przy danej technologii lub ztych warunkach
technicznych mog by¢ wielokrotnie wiksze. Aby uzmystowi skak zjawiska wystarczy
zauwayé, ze niepewnéci wielu  przyradw  pomiarowych, standardowo
wykorzystywanych w przensle, wynosza niejednokrotnie kilka procent. Daiadczenie
przemystowe pokazuje Bwiie ze czsto zaniedbywanie &iw metod pomiarowych,
powoduje wzrost klbw wyznaczania warfoi parametdv modeli matematycznych dla
projektowanych konstrukcji. Zastosowanie w takicArunkach nargdzi numerycznych z
uzyciem metod statystycznych pomaga w prawidiowymaidpé struktury modelu w celu
odzwierciedlenia warunléw rzeczywistych. Z uwagi warastaaca moc obliczeniow
komputebw, metody takie maedy¢ akceptowalne Gwniepod wzgédem czasu oblicze
Oznacza toze mog one by wykorzystane jako petne narzdzie analizy problentw
stanowacych niejednokrotnie putagldla inzynieiw konstruktoiw.
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