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Z£O ZONOSC POLGRUPY CHARAKTERYSTYCZNEJ ILOCZYNU PROSTEGO
AUTOMATOW ASYNCHRONICZNYCH SILNIE SPOIJNYCH USTALONY CH
ANALOGOW ROZSZERZE N ZWI AZANYCH Z IZOMORFIZMAMI

Potgrupa charakterystyczna automatu ingeruje w algn obliczeniowy
uogo6lnionych homomorfizméw automatéw, zatem wyenéEzidgonasci potgrupy
charakterystycznej pozwala na oszacowanigeoriaici obliczeniowej uogoélnionych
homomorfizméw dla innych klas automatéw. W zakremeelu matematycznego
koncepcja ustalonego analogu rozszerzeniautomatu A  zwizanego
z izomorfizmami Y g'...., d*, gdzie q stopie rozszerzenia, przy odpowiednich
zalaeniach symuluje automat zmienny w czasie. Autom#&nny w czasie jest
adekwatnym modelem matematycznym dla wielu proceséghnicznych
i obliczeniowych czasu rzeczywistego. Automatyreukiy prace kilkku automatéw
za pomog jednego automatu zmiennego w czasie. lloczynypemgbmatéw mma
uwaaé za realizag; — odpowiednio réwnolegtych oblioze

COMPLEXITY OF THE CHARACTERISTIC SEMI-GROUP OF THE
ASYNCHRONOUS AUTOMATONS DIRECT PRODUCT OF THE STRON GLY
CONNECTED DETERMINED ANALOGS, EXTENSIONS ASSOCIATED WITH

ISOMORPHISMS

The characteristic semi-group of the automatonrfetes in the computational
algorithm of the generalized homeomorphisms of twatomatons. Then
determination the complexity of the characterig@mi-group enables to estimate
the complexity of the computational generalized émmorphisms for the other
classes of automatons.

In the range of the mathematical model the conoeptif the determined analog
of the extension of the automaton A associated thighisomorphisms’gg’, ...d"™,
where q is the grade of the extensions, with tftalsie assumptions it 5|mulates the
automaton variable in time. The variable automatontime is the adequate
mathematical model for the many technical and cdatmnal processes of the real
time The direct product of automatons can be considaasdthe realization —
parallel calculations accordingly.
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1. ROZWAZANIA WPROWADZAJ ACE
Relack R [0 X XY nazywamy funkej, gdy dla kadegoa [ X istnieje doktadnie

jeden elemenb Y takize a R b. zbior X jest nazywany zbiorem oldlencsici, a

zbiér 'Y zbiorem wartéci funkcji. Funkcja f jest 1-1 (réznowartgciowa,

jednoznaczna), gdg, # a, implikuje, ze f () # f (&,). Funkcja jest ,na ", gdy
v={b:b=f(a),alX }.

Grupoidem nazywamy paruporadkowan, (S o) gdzie: S niepusty zbior, ¢)
operacja binarna na zbiorze stano®. Operacj binarm na zbiorze S nazywamy
przeksztatcenie niepustego podzbioru zbi@ X S w zbior S. Binarm operacy (°) na
zbiorze S nazywamydczm, (asocjatywa), jesli
ao(boc)y=(aob)oc dawszystkicha, b, cLIS.

Polgrupa, to taki grupoid &, o), w ktérym operacja {) jest asocjatywna.
Niech?. bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Zbidr, bedziemy nazywali alfabetem, a
jego elementy literami. Stowerx w alfabecie, nazywamy dowolny aig liter alfabetu,

napisanych obok siebie, a dhidgostowa (oznaczanprzez M) nazywamy liczh tych

litero .
Skaiczonym automatem zdeterminowanym bezéépiazywam uporglkowary trojke

(S, 2, M), gdzie:
S —jest skéczonym, niepustym zbiorem stanow,
2. — jest skéczonym, niepustym zbiorem wiéj

M: S x> - Sjestfunkch przejé.

Symbolem 2." oznacza bedziemy przeliczalny nieskmzony zbiér cigéw o

skoiczonej dtugéci, utworzony z elementéw zbiorQ,. Zbiér 2. razem z operagj

konkatenaciji (operacja pmizenia dwdch stéw, poleg@h na napisaniu ich obok siebie w
celu otrzymania nowego stowa), tworzy potgfupiolna zwary polgrup wejsciowa.

Symbole X" oznacza bedziemy monoid wegiowy, czyli >~ = >.* [ 2, gdziek jest
ciagiem pustym.
Funkck M rozszerzamy do obszaru oflmnosci S x 2" w nastpujacy sposob:
niech M (S, X) bedzie zdefiniowane, wtedy:
M(s,Xx0)=M (M (s, X), 0)dlakadego SUUS, xUX", oUX.
Na zbiorzeY” zdefiniujemy relagj:
X Ry wtedy i tylko wtedy, gdyllos M (S,X)=M (s,V).
Rjest relacy rownowanoici (relacja Myhilla). Klag réwnowanosci zawierajica
element X 0 Y "oznacza quziemy;(, a zbior wszystkim klas rownowaosci oznacza
quziemyT. Zbiér | tacznie z operagj (o) , gdzie X o ?:7)/ tworzy
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potgrupz(odpowiednio monoid), zwan poéigrupa charakterystycan (odpowiednio
monoidem charakterystycznym). Poétgeugcharakterystyczn automatu A oznaczéa
bedziemy | (A) .

Dla automatuA= (S, 2., M) definiujemy automat charakterystyczny
A=(S,I(A), M), gdzie funkcja przéf M jest zdefiniowana nagiujaco
M (s, X)= M (s, X).

Sktadnikiem autonomicznym automatuA=(S,>,M) nazywamy automat
A= (S,{X}, M,) gdzie XOX"i M, jest ograniczenienM do SX{X}.

Dla kazdego X [l >F zdefiniujemy przekszta’rceniéx zbioru S w siebie, gdzie :
f.(S)=M (s, X), dla kadego S U S. Przeksztalcenié, jest implikowane przezX.

Zbiér przeksztatae zbioru S w siebie implikowanych przez wszystkie elementy)z

bedziemy oznaczasymbolemJ . J ze wzgédu na operagj superpozycji, jest zbiorem
generatoréw pewnej potgrupy.

PotgrupaF jest antyizomorfigznazf poniewa: B
¢ I - F, ¢(x)="f,, gdzie xU1, xUI przy czym:

i) @(xey)=9(xy)="f, =1 (f)=0(y) #(x)
i px)=p(y)= f, =1, =03 M(s, X)=M(s,y) > xRy =

= X =Y,azatemp jest ,1-1
i) p(x)=f, =09 (x)=9"(f,)=> x=9¢* (f, ) azatemp jestna.
Automat mana zatem zdefiniowa jako pae (S,J), a automat charakterystyczny
automatu S, J) jako pae (S, F).

Automat A= (S, 2., M) jest silnie spéjny wtedy i tylko wtedy,gedla kazdej

pary (S, S,) stanéw automatiA istnieje elementX z potgrupy wejciowej taki,ze
M (s, X)=s,.
Automat A= (S, 2., M) bedziemy nazywa asynchronicznym wtedy i tylko wtedy gdy,
gdydlakadego SIS i o U X zachodziM (s,0)=M (5,0 0).

Automat A= (S, 2., M) jest zupelny, j#i jego funkcja przejcia jest zupetna.

Automat A= (S, 2, M) jest w petni okréony, jeli jego funkcja przeié jest w
petni okrelona.

Niech A =S, ¥, ™M) i B = (®S, Y, ® ) beda automatami

deterministycznymi. Funkcjaf : A - B jest rozumiana jako funkcja przeksztacaj
S w °S. Funkcjaf : A - Bnazywamy homomorfizmem (zachowuje operacje),
jezeli: ("M (s,0))=°®M (f(s),0)),dlakadegoslIS i ol Y.
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Jeeli f: A - B jest ,1-1” i ,na” oraz zachowuje operacje to f gaamy
izomorfizmem.
Homomorfizmem uogdlnionym automatu A w B nazywamy par

przeksztaice (f,, f,) takichze: f,: ASIIY-BS, f,: AX MY LB oraz
f.("M(s,X)) = BM(f,(s), f,(X)) dlakadego s O S, xO ®X".

Niech @2 i A’= (Sq_l,Z, M q_l) bedzie  automatem,  niech,
Al = (Sl,Z, M l) ..... A= ( S MY beda  obrazami  izomorficznymi
ZWwigzanymi z izomorfizmami stanowymi
g dIz(A° — AY,..., gt O1z(A"? - A"™). Rozszerzeniem q automati
Zwigzanym z izomorfizmami  stanowymi go,gl,...,gq_l nazywamy trojk
u _ [ext,(A) exty(A) -
porzdkowary exl;](A)— S >, M | gdzie:

SR SN ) GV R (VEER VEER VEC S

g:S-S i=01..9-1
S={8,5,-1S} S ={s, 884}
natomiast Sij = gi(Sj) j=0L...n-1

Ustalonym analogiem rozszerzeXTqA: (S,Z, M ) automatu

7 jest trojka

A = (S 2 M ) Zwiazanego z izomorfizmami go, gl,...,gq
uporzatdkowana(extq (A)) . = (eXt“(A)SD,Z, eXt“(A)l\/l D) gdzie:

exy (A) g0 — US| a ext(A)\ 1 0. e (A)go xS exy(A) g0

jest funkch przegé zdefiniowam dla dowolnych sOS, jak nastpuje
iV Ys,0) =M% (s,0) . Dla wszystkich przedstawionych rozma Y. ={0,,0.}
wprowadzamy X, = 0,0, i X =0,0,, dla ktérych f, = fgl(fgo),
f, = fao(foa)' Dla dowolnegox 0 X" zdefiniujemy przeksztatcenie

f,: SO~ S okrelone jak naspuje: Oy s f,(S) =M (S,X) gdzie: dla X =X'0
mamy Uusf(9) = F10(9) = T, (f(5,0).

lloczyn prosty automatéw A= (AS,Z,AM) i B= (BS,Z,BM) jest trojla
uporzadkowary Ax B = ((AXB)S,Z,(AXB)M ) gdzie (~B)g—AgxBg.

(BN (ABlgx s |, (MBlg 4 funkcja przég jest zdefiniowana jak nagtuje
"M ((*s?s)(0))=("M(*s.0) *m(*s.0)).
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Dla dowolnego XxOZ" definiujemy przeksztatcenie ” fX:AS M- A
okreslona jak nasgpuije:
O0A<”S AfX(AS) = *M (AS, X), gdzie: dla X = X' mamy

s~ () =, (1) 1, (41 ()

Przy wyznaczaniu zfmnaici potgrupy charakterystycznej iloczynu prostegtoaatu
z klasy EXT DFASG (deterministic finite asynchronous strongly coneédcéxtensions)
wykorzystano nowy algorytm na wyznaczanie najmaigjsvspolnej wielokrotnii liczb
naturalnych przedstawiony w [1,3,5,6,8]. W pracdbl6,8] przeprowadzono formalny
dowodd. W pracy [8] pokazano tak odpowiednj interpretacje graficznprzedstawiono
takze programygzyku BASIC , PASCAL i C" wraz wizualizacj i praktyczn realizacy

2.  ZtOZONOSC POLGRUPY CHARAKTERYSTYCZNEJ ILOCZYNU
PROSTEGO AUTOMATOW Z KLASY EXT DFASC ,

Twierdzenie 1.

Niech €xt, (A x B) = (eth (AXB)S, > (*<2)m ) bedzie rozszerzeniem
stanowym zwizanym z izomorfizmamig ..., g1 iloczynu prostego
AxB=("®S, ¥ **M ) auomaton A= ("S.Z, *M) i B=(*S%, *M)
klasy DFASG taki, ze: card {S) = m > 2; card®S) = n >2; wtedy pétgrupa

]
charakterystyczn:| (eXuAX B)) ustalonego analogu rozszerzenia ma wi&sno

card(l lextqu AXx B))D = 2q[m, n, q] (1)

Dowad.
Uwzgledniajac rys.1 otrzymujmy nasgpujace uporadkowane pary stanow:
extq(AxB)S

(0,20 (* so B0 (A50, 250, ) (0,25 ) (*
(ASl Bsr? 0B
(A0,

o

2 y
$. 1),( S | GRS B S N CSCE
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(ASg—l,BS()q—l),(AS?—l,BSlq—l) ..... (Asg_'
(s o) (s s (s
----- (st esie) (Psot. o) (s,
(srosi)

Po przeksztatceniu pod wptywe I uporadkowanych par stanow rozszerzenia

stanowego iloczynu prostego A i B otrzymujemy
exgq(AXB)f _

)

a1 — -1 —2
P (0 P (A0, ) (60 B0 ) (A0 S0

— krotnej konkatena o otrzymujemy:
xt, (AxB)

(ASlq—l, q—l) ,,,, (Asf—l,BSg_—ll)'(ASf—llssr?:ll) ..... (ASg]—_ 'Bsiq—l)' AgIL
(WUQ1PT1)0$3P$E)F$3P§*)P$3,#*) ----- (At 2sr),
e

Po (g+1) — krotnej konkatenacji lite O otrzymujemy:

((rsm 2gr) (gt pt)... (gt o) (At ) (R o)
{Ba Losrt) (Agrt
B
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extq(AXB)f _ exh(AXB)f

O,gﬂ ()

Z kolei pod wptywem stow: Xy = 030, otrzymujemy:

(szsz)(szsz) ----- (rseg) (v o) (*s2.22) ("2 2<2)....
{(As;Bsé),(As;Bss) ----- (*.2) ("¢ 22).. ("2, °%), J
(r222) ("2 22)(".22).. (" 22) ("¢.°<)

{EA%)EA@,B#) ----- ("s.25) (s 28) ("< 2s) (st o) ... }

gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania[m,n]:

do=m—kn; o= n—a;
ko — catkowita wielokrotn&t liczby n, m; m>n

di=m—B—kon; b=n-d

dy.o =M — Rz —kon; ho=n—-qw

dypi=m- RQo—-kn=0

Wtedy [m, n]=mw=0p

W przypadku gdy d< 0; gdzie 0 < x < w=1, to w miejscg tpisujemy bezwzghna
wartas¢ liczby d, i obliczenia kontynuujemy dalej.

Gdy n>m togen—-km, h=m—q idalej postpujemy analogicznie.

Dowdd przeprowadzamy zaktadajze m > n.

n
Po 5 — krotnej konkatenacji stow Xy otrzymujemy:

ext, (AxB) f o=



Zt OZONOSC POLGRUPY CHARAKTERYSTYCZNEJ ILOCZYNU... 325

AaQn Ban Aan Ban Aan Ban Aan Ban
m—do ’ S) 1 S m—do ’ SO LR | S m—do 1 31—2 ’ S m—do 1 Sn—2 1
ko Ko Ko ko
AaQn Ban AaQn Ban Aan Ban Aan Ban
S m—do ) S) ] S m_do ) % ) 1) m—do ] 3’1—2 ) S m—d ] Sq_z ] )
Ko ko Ko Ko
AaQn Ban AaQn Ban AaQn Ban Aan Ban
S[m—do J S | S[m—do J S e S[m—do J Sz | S[m—do ] Sh-2 |
2 2 2 2
kO ko kO ko
Aan Ban Aan Ban Aan Ban Aan Ban
m-d, 5 ! S) ! m-d, 5 ! S) 1y m-d, ! Sn—2 S m-d, - ! Sn—Z
Ko Ko Ko Ko

Aan-1 Ban-1 Aan-1 B an-1 Aan-1 Ban-1 Aan-1 B an-1
S( m_doj 1 S() 1 S( m_doj 1 S() 1 ) S[ m_doj 1 Sn 2 | S( m_doj 1 Sn—2 1
ko ko ko ko
Aan-1 Ban-1 Aan-1 B an-1 Aan-1 Ban-1 Aan-1 B an-1
S( m_doj ] S() ] S( m_doj ] S() H 3 S[ m_doj ] Sn—2 ] S( m_doj H Sn—2 gy
ko ko ko ko
Aan-1 B n-1 Aan-1 Ban-1 Aan-1 Ban-1 Aan-1 Ban-1
S[ m-d, ] So S[ m-d, ] So e S[ m-d, J Shz | S[ m-d, ] Sh2 |
-2 -2 -2 -2
ko ko ko ko
Aan-1 B an-1 Aan-1 Ban-1 Aan-1 Ban-1 Aan-1 Ban-1
s[m_do ] S | s[m_do ] So |veees s[m_do J Siz || S, ] Sh>
——0-2 -2 -2 -2
ko ko ko ko
gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, Nl mdgwy:m —k; kh=n-¢
n

Po ko 5 — krotnej konkatenacji stow %o otrzymujemy:
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gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n] mamy:

dwvi=m—-Ro-kn=0 i wtedy mamy nagiujace przeksztalcenie:
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" )(AS;vm—L ’BS;vm—l)
esm)
A wr_nz—l, ’BS(\;vm—l)

Awm-1, B
-2
wm-1
S

m-1, B.wm-1
b
m-1, B
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1, (AxB) f

Dla przeksztalceniaeX wn Ppod wptywem g — krotnego dziatania litedy

2
To%

otrzymujemy ponownie przeksztaicenﬁxé“(AxB) foom.

‘70X07
W dalszych rozwazaniach lRdziemy analizowa przeksztatcenie eth(AxB)f wn -
on
Rozwaania dla przeksztameexh(AxB) fom ,...,eth(AXB) fom
Tg¥o? I3%?

sa analogiczne. Z przytoczonych poiey rozwaan opartych na sposobie wyznaczania
najmniejszej wspolnej wielokrotdoi dwodch liczb oraz uwzgtiniajac definicg
rozszerzenia stanowego automatu z klasy EXT DFA®gnika, ze liczba dotychczas
wygenerowanych przeksztafcerynosi q[m, n] .

Niech [m, n] = mw = p. Z przytoczonych roziea opartych na sposobie wyznaczania
najmniejszej wspolnej wielokrotdoi dwdch liczb oraz uwzgtiniajpc definicje
rozszerzenia automatu asynchronicznego silnie spéjnwvynika, ze liczba dotychczas

wygenerowanych przeksztafcewynosi p przeksztalée Wtedy po g— krotnej

konkatenacji stowa otrzymujemy:

ext, (AxB) f
P
x§
a-do,o Ao, q-doo q-do,o q-doo d-do,o
A k B k. A k B k. A k B k.
S So " S el So s Si
d-do, d-oo Ao, d-do,o q-=oo d-doo
A ky B Ky A ky B Ky A Ky B ky
S0 ’ sn—2 s0 ’ SO sO ’ S0 1y
q_do,u q dDD q_do,o q dDD q_do,o q_dn,u
A ky B Ky A ky B Ky A ky B Ky
S0 ! sn—2 s0 ! Sn—2 10t sm—2 ! S0

q-do0 q-do 0 q-do,0 q-do,0 4-do,0 q-do,0
A Ky B Ky A Ky B Ky A Ky B Ky
Sm—2 ! S0 Sm—2 ! sO 1 Sm—2 ! Sn—2
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R q_:o‘o =] 5 q_lfo,o =] A q_kdop -1 5 q_:o‘o 1 R q_lfo,o -1 5 q_kdo,o -1
% 1 , % 1 % 1 , % 1 , , % 1 , _21
R q_fo‘o =] 5 q_:o,o =] A q_kdop -1 5 q_fo‘o =] A q_kdo,o -1 5 q_kdon -1
S5 S S5 %7 S5 T e
A q_lfo‘o ] 5 q_l:jo,o =] A q_kdo‘o -1 5 q_lfo‘o =] A q_l:jo,o -1 5 q_l?o,o -1
S S S e Sz 0 S
Aqlfooqulfool Aqkdooqukdoo_ll Aqkdo‘o_qulfool
1 1 1 1 1 1
-2 ! S) LR Sm—2 ' -2 Sm—2 ' -2
A q_lfo,o 1 5 q_lfoo 1 A q_kdo,o -1 5 q Ifoo 1 A q I:joo_l 5 q I:joo_l
1 1 1 1 1 1
Sz 0 S Sz 0 S vel Smz 0 Sz
q_do,o 1 q_do o 1
Aa K Bo k
—2 1 -2

gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania najmniejsz@hinej wielokrotnéci, dla trzech
liczb [m, n, q] =[[m, n].q] = [p, q], gdzie p =, n]:

k, - catkowita wielokrotn&t liczby p w q; g>p
doo=0 - kp, ob=p—do,
di1=0-Bo—kp, =p-da

Oiot2 =0 —brara—kip Br2=p—dar

dit1=0—Roro—kp=0

[m,n, gl =[p,q] =[[m,n],q] = qt

W przypadku gdy d< 0O; gdzie 0 < x < t-1, to w miejscg twpisujemy bezwzgdna
wartas¢ liczby d, i obliczenia kontynuujemy dale;.

Gdy p>q togo=p-kq, b=q— @, i dalej postpujemy analogicznie.
Dowdd przeprowadzamy zaktadejze Q> P .

Po k1£ dla — krotnej konkatenacji stov X otrzymujemy:

2
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krotnej konkatenacji stowa otrzymujemy:
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hi=p-d:
- krotnej konkatenacji stows, otrzymujemy:

gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n, q]:

dii=g-ho—-kp

t
Poq
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gdzie zgodnie ze sposobem wyznaczania [m, n, q]:

Oe11=0— Roro—kip
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AxB

0 maemy napisa przeksztaiceniéaxh( ) f . w nastpujacej postaci:

2

t
Pog, i a - krotnej konkatenacji stow&, otrzymujemy
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- krotnej konkatenacji stows, otrzymujemy:
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(EAE) St 9 B R (SRS (RS GO
(R TR0 B L) (I B S ) (IR
(L (R BN CE IR (PR

(Aslq—l,leq 1)(Aslq 1,B ) “,( N - Bsq_l1)(Aslq - Bsq_l1)(Aslq 1’leq—1)
(Aslq 1’leq 1) (A q-1 Bsq_l1)( N - Bsq_l1) ( Sq_1l,|3 q 1)(Asr?1—l’ N 1) _
(st st s Psrt sid os sid Pst ) (At s )
(*st.osi)
Po Jgﬂ i qzt - krotnej konkatenacji stow&, otrzymujemy:
extq(AxB)f s =extq(AxB)f . :ex;q(AxB)ng
Iy % ToXg

Z przedstawionych powgj rozwaan opartych na sposobie wyznaczania najmniejszej
wspalnej wielokrotnéci liczba dotychczas wygenerowanych przeksztategnosi
[m, n, gq]. Dla pozostatych przeksztahcetrzymujemy:

ext, (AxB) fo :exl;q(AXB)f
ono% 7%

Iextq(AXB) fo =extq(A><B)f )
”gxo% %

Stad liczba wykonanych przeksztatcgest réwna g[m, n, q].
Identyczr, liczbe przeksztalce uzyskamy rozpoczyna przeksztalcenie zbioru
uporzdkowanych par standéw rozszerzenia stanowego ilacpyastego automatéw A i B

pod wptywem literyg, zatem otrzymujemy wzor 1.
C.B.D.O.

4. WNIOSKI

Dalsze prace powinny bykontynuowane przy wyznaczaniu zémasci poigrup
charakterystycznych automatow asynchronicznychrgeh) Szczegétowe rozpatrywanie
klas automatéw asynchronicznych silnie spéjnychpéjsych wynika z powszechnego
stosowania tych klas automatow w realizacjach teanych cyfrowych ukladow
sterupcych. Wykorzystujc teori automatow meemy oszacowalub obliczy ztozonasé
potgrup charakterystycznych automatéw. Ma to istokptyw na oszacowanie ztondsci
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programéw i czasu wizualizacje stanéw automatow. kdvgystupc narzdzia
programistyczne PsoC Expres mikrosystemu cyfrowegmemy przedstawi model
sterowania pojazdu szynowego w postaci grafu auioifmaszyny stanowej) i realizowa
program w oparciu o spardzony wczeéniej graf automatu. Unidiwia to analiz graficzra
zjawisk podczas symulacji sterowania pojazdem smynm. Mikrosystemy cyfrowe
stosowanesobecnie do sterowania hamulcow (tablic pneumatycznw lokomotywach i
jednostkach elektrycznych.
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