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Prezentowana jest efektywna metoda wyznaczania n#ano-turbulentnego
niestacjonarnego ruchu cieczy lepkiej w obszarachskmmplikowanych ksztaltach.
Do rozwhzywania dwu- i trojwymiarowych zagadniedla rownai Naviera-Stokesa
zapisanych w zmiennych pierwotnych zostata zaswsmwzmodyfikowana metoda
sztucznejcisliwosci na siatkach kartezjsskich. Zostaty zaproponowane dwa numeryczne
podejcia - oparte na wykorzystaniu metody prostych wgge#niu z przeniesieniem
wszystkich zmiennych z granic obszaréw do najpjch wzidw rownomiernych siatek
obliczeniowych. Prezentowane wyniki testowych obliczenumerycznych dla czterech
zagkbieri z jedy poruszagcq sie sciankg: kwadratowego, pétkolistego, poétszennego
i poétkulistego - poréwnane z symulacjami numerynEnwykonanymi za pomgc
programu Fluent.

SOLUTIONS OF UNSTEADY INCOMPRESSIBLE NAVIER-
STOKES EQUATIONS FOR TWO- AND THREE-DIMENSIONAL
SHEAR DRIVEN CAVITY FLOWS

An efficient method for simulating unsteady lamitabulent flows in complex
geometries is presented. The extension of thaecatitompressibility method to unsteady
flows was applied to solve two- and three-dimeraidtavier-Stokes equations in primitive
variables on Cartesian grids. Two numerical approas were proposed in this work,
which are based on the method of lines processomuaction with transfer of all
the variables from the boundaries to the nearesfoum grid knots. Some test numerical
calculations for flows in half-square, semicirculanalf-cubic and hemisphere cavities
with one uniform moving wall were reported. The ger@ results were compared
with the Fluent solver numerical simulations.
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1. WSTEP

Komputerowa symulacja przeplywéw cieczy lepkiej tjesbecnie obszarem
intensywnych badanaukowych, gdy wiele rzeczywistych probleméw wystujacych w
aerodynamice niskich gikosci oraz hydrodynamice me by opisanych réwnaniami
Naviera-Stokesa przy zadeniu statej lepk&i ptynu. Tak wéc, niezmiennie aigle jest
obserwowany rozwéj zaawansowanych metod rgzywania zagadnie wyznaczania
ruchu cieczy lepkiej, charakteryaajych sé duza efektywndcia i doktadndgcia.

Fundamentaln trudndcia pojawiapca Sie przy rozwazywaniu réwna Naviera-
Stokesa zapisanych w zmiennych pierwotnych jesk lpachodnej wzgdem czasu
w rownaniu cagtosci, co ogranicza zastosowanie numerycznych metapddeedniego
calkowania w czasie. W konsekwencji, powstaasadnicze truddoi w okresleniu
sprzzenia zmian pola pdkosci ze zmianami pola @nienia przy jednoczesnym
zachowaniu w trakcie oblicaenumerycznych warunku spetnienia réwnaniagimsci.
Wieksza¢ opracowanych metod numerycznych przeznaczonycbdeiazywania réwna
Naviera-Stokesa wymaga roz&ywania réwnania Poissona dldrgenia na kadym kroku
czasowym, co stanowi najgkiszy cze$¢ czasu oblicz& numerycznych. Dla zwkszenia
efektywnaci i zakresu zastosowatechnik komputerowych do symulacji numerycznej
inzynierskich zagadnie przeptywowych, jest padane wykorzystanie innych, mniej
czasochtonych metod numerycznych, cestygh s¢ pozadars dokladndcia. Metoda
sztucznejicisliwosci, w ktorej unika si rozwiagzywania réwnania Poissona dl&rienia,
wydaje s¢ by¢ jedm z takich metod.

Mozna aktualnie stwierdgj ze techniki komputerowej mechaniki ptynéw oferuj
rozmaite algorytmy, ktére w coraz to akszym stopniu mag by¢ zastosowane do
szerokiego zakresu praktycznych zagafiniezynierskich w coraz to bardziej
skomplikowanych geometriach. Z tego powodu - pomifaktu, ze siatki strukturalne i
niestrukturalne dyskretyzacji obszaréavszeroko wykorzystywane w tych zastosowaniach
- potrzeba rozwijania doktadnych i efektywnych geterow innego rodzaju siatek jest
jednake chgle istotna.

W wigkszaici zagadnié przeptywowych o praktycznym znaczeniu veystie jedna lub
wiele stref recyrkulacyjnych, powodige znaczne zwkszenie trudnéci wykonywania
symulacji numerycznych o zadowale¢j doktadnéci. Modele numeryczne umliwiajace
wyznaczanie takich przeplywow z dudoktadndcia sa ciagle potrzebne. Algorytmy
obliczeniowe, oparte zwykle na dyskretyzacji obémametodami ohjtosci skaiczonych,
elementow skaczonych lub rénic skaiczonych, nie pozwalajna uzyskanie rozwzania
doktadnego, gdy wprowadzaj matematyczne i numeryczne niedokfagnoTak wic,
uzyskane ostateczne rozag@nie zawiera rinego rodzaju kily i niezldne jest testowanie
oraz weryfikowanie modelu matematycznego przez jeg@dwnanie z wynikami bada
eksperymentalnych lub wynikami innych obliaasumerycznych.

Artykut zostat podzielony na @é rozdziatéw, z ktérych pierwszy jest wprowadzeniem,
drugi - zawiera og6lne sformutowanie metody szteg¢Znisliwosci. W rozdziale trzecim
omawiane g szczegoly oblicz& numerycznych, czwarty jest fwiecony prezentacji
nowych wynikdw wykonanych symulacji numerycznycla dizterech zagbien z jedr
poruszajca Sig scianky. Konkluzje zebrane zostaly w rozdzialgtpim.
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2. METODA SZTUCZNEJ SCISLIWO SCI

Metoda sztucznejscisliwosci byta oryginalnie zaproponowana do wyznaczania
ustalonych przeplywéw cieczy lepkiej [1-3] poprzepdanie do réwnania agtosci
pochodnej dinienia wzgtdem czasu. Rozszerzenie tej metody dla przeplywow
nieustalonych mma uzyska dodajpc réwniez pseudo-pochodnwzgledem czasu do
réwnania zachowania momentedo. W konsekwencji, rbwnania opigag niestacjonarny
ruch cieczy lepkiej mma zapisé we wspoétrzdnych kartezjaskich w nas{pujacej postaci
bezwymiarowej [4, 5]:

9p 19V, _

ot "Bax, T

ovi . a o0vVi _ dp_ .1 a4 a .
3t Tax VTt Tax TReox ox,

gdzieV, 3 skladowymi wektora gdkosci, p jest cénieniem, Re - liczp Reynoldsaf3 >0
- parametrem charakteryzagym sztucza $cisliwosc.

Rezultaty obliczé pcoérednich dla tak sformutowanego wariantu metody cztej
scisliwoséci maj fizykalne znaczenie wtedy, gdy spetniony zostgristulat zachowania
masy, tzn. jdi dp/dt1=0 i 8V,/dT1=0. Jest jednate maliwe rozwazanie ciagtych
zmian czasu fizycznego. Réwnania ruchu cieczy Ejptaj sie w ten sposob réGwnaniami
o0 charakterze hiperbolicznym z pseudgiigniowymi falami propagowanymi ze
skonczomy predkoscia. Parametr sztuczndgisliwosci B reprezentuje sztucznpredkosé
dzwigku iwptywa na globalne przyspieszenie Zpigci procesu iteracyjnego. Poprzez
wykonanie szeregu eksperymentéw numerycznych rejktmiejsze okazalo sprzyjecie
tego parametru z przedziaf= 0.8+1, takie state wartei 3 zadawane jako niezmienne

w catym obszarze rozwanego przeptywu.

Fizyczne warunki brzegowe dla réwnauchu cieczy lepkiej (1) w zmiennych
pierwotnych wyraaja nieprzenikalné oraz brak pélizgu na sciankach ciat statych.
Cisnienie nie jest zwykle zadawane na brzegu lecz gistilane z rowna zachowania
momentu pdu i maze by ustalone wydcznie w jednym punkcie obszaru.

3. METODOLOGIA OBLICZE N NUMERYCZNYCH

Pierwotne rownanie Naviera-Stokesa jest dyskretgamana kadym fizycznym kroku
czasowym W hagpujacy sposob;

\/inﬂ—Vin 1 n+ n+ n n)|—
T+§[H(V‘ L p™) +4 (v, p')]=0, )
gdzie:
9 d_1 8 @
A0 P)= 55 YIVi* 3 Redx, ax, -

1 ] ]
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Nastpnie, proponowan technily obliczen numerycznych jest metoda prostych [6, 7].
Uklad réwna rézniczkowych castkowych (1-2) jest przeksztatcany do zagadnienia
pocaitkowego dla uktadu réwma rézniczkowych zwyczajnych poprzez dyskretyzacj
wszystkich pochodnych wzglem zmiennych przestrzennyclcinie z warunkami
brzegowymi dla pochodnejiienia za pomagilorazéw ré@&nicowych drugiego rdu. W

ten sposéb uzyskujemy uktad rovingzniczkowych zwyczajnych w postaci ogélnej

du
W=F(U), 3)
gdzie U=[p”*1,vi”"1T jest wektorem zmiennych zaleych, F - operatorem

rézniczkowania przestrzennego.

Metoda prostych ma wiele zalet, $pid ktérych jako najwaniejsza mozna wymiené
ominigcie koniecznéci linearyzacji cztonéw nieliniowych, ponadto zagamtowane $
uniwersalné¢ i prostota kodéw numerycznych. Niektére ograniczetej metody s
Zwiagzane ze sztywrigia réwnax rézniczkowych zwyczajnych i mdiwoscia wystpienia
niekiedy niestabilnosci numerycznych.

Otrzymany uklad réwna rézniczkowych zwyczajnych (3) mie by catkowany
numerycznie z wykorzystaniem wielu istrieych metod. Ewolucja rozazania do stanu
ustalonego ruchu cieczy lepkiej e by bardzo efektywnie osjnigta jednokrokow
metody predyktor-korektor wstecznegozriiczkowania [8, 9]

U®=u, +4tF(U,),

U@ =u, +4t F(U9) (g=01..) @
lub tez metody, Galerkina-Rungego-Kutty trzeciegogtu [10]
U®=u, +4tF(U,),
U@ =3y +luosdar(ue), (5)
Upn=3U,+2U @+ 24t F (U @),

Zaproponowana zostata réwaiepraktyczna metodologia rozagiywania réwnaé
Naviera-Stokesa w obszarach o skomplikowanych ge&gomnie ksztattach.
Krzywoliniowe brzegi poétkola lub poétkuli s aproksymowane prostoliniowymi
krawedziami lub przektnymi taczacymi kolejne wierzchotki rownomiernej siatki,
najblizszymi do linii bocznych zagbien (rys. 1). W ten sposéb warunki brzegowe
postawione na krzywoliniowych brzegacl przeniesione w obszarze fizycznym do
najblizszych wztéw regularnej siatki o takich samych oczkach wszystkich kierunkach.
Zastosowana metodologia ma liczne zalety, w szdme§d prosty i efektywny sposob
generowania siatki oraz omégie probleméw zwizanych ze skimoécia siatki.
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[

Rys. 1. Przyktady aproksymaciji krzywoliniowychi lmzegowych
4. WYNIKI SYMULACJI NUMERYCZNYCH

Zagadnienia ruchu cieczy lepkiej w zegjeniach z gor poruszaica sig scianky map
wazne znaczenie poniewamazna znalé¢ szereg przykladdéw przemystowych anlzen,

w ktorych tego rodzaju przeptywy i struktury odgejw zasadnicz role. Zainteresowanie
przeptywami w zagbieniach jest spowodowane f&k ich prost geometri oraz
warunkami brzegowymi typu Dirichleta. Jednalkwvewratrz zagebien fizyka przeptywow
nie jest prosta. M@ w nich wystpowa jednoczénie kilka charakterystycznych cech
przeptywu, ktére ogsto wystpuja w procesach przemystowych - takie jak warstwy
przyscienne, wiry réanych rozmiarbw i rozmaite niestabikw. Ponadto rezultaty
numeryczne dla zaghien tréjwymiarowych nie s liczne. W odrénieniu od zagadnie
dwuwymiarowych, przeptywy w zaghieniach trojwymiarowych & bogate w
skomplikowane zjawiska fizyczne. Zasadniczym jedeakozpowszechnienie ¢sibada
takich przeptywéw jest spowodowane ich przeznaeranjako zagadnie modelowych,
przeznaczone do testowania opracowywanych metodernyeanych do symulacji ruchu
cieczy lepkiej. Sid tez, intensywne numeryczne badania takich zagadsie ciagle
prowadzone.

Najczsciej badanym przez licznych autoréw jest klasyciume zagadnienie ruchu
cieczy lepkiej w zagbieniu kwadratowym (rys. 2a). Obliczenia numeryczrestaty
wykonane metogl Rungego-Kutty-Galerkina (5) dla liczb Reynoldsa: R10 000, 12 500 i
15 000 (krytyczna liczba Reynolds&e, =8000 na rownomiernej kwadratowej siatce

200 x 200 z krokiem czasowyndit =10107*, krokiem pseudo-czasowym T =1010"" i

doktadngcia €, =1M0° wyznaczania stanu ustalonego nazdei warstwie czasowe.

Wyznaczone linie pdu po 100 tysicach krokach czasowych (warunki peikowe -
rozwigzanie dla Re = 7500) i kdorazowo po nagpnych 10 tysicach krokach czasowych
zostaly przedstawione na rysunkach 2b-2d. Porovananzktadow pgdkosci z rezultatami
obliczen wykonanymi za pomac programu Fluent as prezentowane na kolejnych
rysunkach 2e i 2f.

Symulacje numeryczne niestacjonarnego ruchu cietzgkiej w potkolistym
zagkbieniu z goérn poruszajca sie scianky (rys. 3a) zostaly wykonane dla liczb Reynolda:
Re = 7500 (100 tyscy krokdéw czasowych) i 10 000 (10 tysy krokéw czasowych) na
rownomiernej siatce z oczkiem siatkh=1/300. W przypadku tego zagpienia

wykorzystany zostal zaproponowany sposéb aproksjmiazywoliniowego brzegu
(rys. 1). Rysunki 3bi3c zawiergjobrazy linii padu, a rysunki 3d i 3e - poréwnania
rozktadéw pedkosci na wybranych liniachk = const iy = const z wynikami oblicze
otrzymanych z wykorzystaniem komercyjnego prograiuent.
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Rys. 2. Kwadratowe zaddienie: (a) geometria i warunki brzegowe; liniegpu i rozktady
sktadowych prdkasci u orazo na osiach symetrii: (b),(e) Re = 10 000, (c) R&2-500,

=15000

(d).(f) Re
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Rys. 3. Potkoliste zagpienie: (a) geometria i warunki brzegowe; liniegdu i rozktady
sktadowych pgdkasci u orazo na liniach x= 0.5 iy =0.25: (b),(d) Re = 7500){@) Re =
10 000

Obliczenia w péisz&iennym zagibieniu (rys. 4a) i potkulistym zagbieniu (rys. 5a)
zostaly przeprowadzone na réwnomiernej siatce okwch=1/80, uktad réwna
rézniczkowych zwyczajnych (1-2) byt catkowany jedndkoova metod, predyktor-
korektor wstecznego #diczkowania. Korekcja byla powtarzanaz alo osigniecia
doktadngci €, =10010"°. Pola pedkosci w plaszczynie symetrii oraz poréwnania
rozktadéw pedkosci z rezultatami oblicae wykonanymi za pomacprogramu Fluentas
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prezentowane na rysunkach 4b i 4c-d oraz 5b i Sittal kazdego przyktadu obliczenia
zostaly wykonane z 30 tysiami krokow czasowych. Wykonanie obliézez
wykorzystaniem programu Fluent okazale snozliwe jedynie w zakresie przepltywow
turbulentnych, przyto najczsciej stosowany model turbulendie.

0.5
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Rys. 4. Poiszeienne zaghienie: (a) geometria i warunki brzegowe; polagkasci
i rozktady sktadowych pdkasci u orazv na liniach x = 0.6 iy = 0.25 w plaszezye z =
0.5: (c) Re = 2000, (b),(d) Re = 2500
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Rys. 5. Potkuliste zagBienie: (a) geometria i warunki brzegowe; polagkasci i rozklady
sktadowych prdkasci u orazo na liniach x = 0.8 iy = 0.4 w ptaszcaye z = 0.5: (c) Re =
1200, (b),(d) Re = 1400

5. WNIOSKI

Przedstawione algorytmy wyznaczania niestacjonarmaghu cieczy lepkiej oparte na
wykorzystaniu metody sztucznggisliwosci w polczeniu z metogl prostych okazaly si
generalnie bardzo skutecznym i dokladnym sposobgnulsicji laminarno-turbulentnych
przeptywdw cieczy lepkiej w zagpieniach o ranych ksztattach dla umiarkowanych liczb
Reynoldsa. Stwierdzono bardzozdiefektywndé metody predyktor-korektor wstecznego
rézniczkowania i metody Galerkina trzeciegoedm do catkowania ukladéw réwha
rézniczkowych zwyczajnych, i chodzi o czasy uzyskiwania rozgen stacjonarnych.
Bardzo duym oshgnigciem jest te opracowanie efektywnej i praktycznej metodologii
rozwigzywania zagadnie ruchu cieczy lepkiej w obszarach ograniczonych
krzywoliniowymi brzegami i powierzchniami krzywolowymi. Zastosowane algorytmy
wydaja sie by¢ obiecujice bioanc pod uwag ich zlazonas¢ obliczeniova oraz dosy dobi
zgodnd¢ z rezultatami symulacji komputerowych wykonanymi pvogramie Fluent.
Algorytmy te mog by¢ tatwo zaadaptowane do symulacji numerycznej pyzefdv cieczy
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lepkiej r&znych zagadnig przeptywowych o praktycznym znaczeniu. Rodzi jsidnake

przy tym pytanie, ktére z poréwnanych wynikéw ob#t numerycznych mma uzné za
dokladniejsze, czy wyniki oblicie wlasnych, czy te wyniki uzyskane za pomac
programu Fluent - me@ to rozstrzygst eksperyment laboratoryjny.
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