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 Streszczenie 
Nawierzchnie z materiału kamiennego, stosowane bardzo często na placach miejskich, łączą walory estetyczne  

z funkcjonalnością, zapewniając trwałość w bardzo długim okresie eksploatacji. ObciąŜenia działające na tego typu 
nawierzchnie są nieco inne niŜ w przypadku typowych konstrukcji drogowych i obejmują ruch pieszy oraz ograniczony 
ruch pojazdów. W pracy przedstawiono analizę stanu napręŜenia i przemieszczenia przykładowej konstrukcji nawierzchni 
sztywnej wykonanej z płyt granitowych. Sformułowano zadanie płyty spoczywającej na wielowarstwowej półprzestrzeni 
spręŜystej a następnie rozwiązano je za pomocą metody elementów skończonych. Wyniki porównano z rozwiązaniem 
analitycznym zaproponowanym przez H. M. Westergaarda. 

 
 

STRUCTURAL ANALYSIS OF PAVEMENT MADE OF GRANITE SLA BS IN PUBLIC SPACE 
 

Abstract   
Stone material has been used very often for construction of pavement in public space, for example town squares.  

It  combines aesthetics with functionality, providing very long performance period. Types and intensity of loads acting  
on this type of structure are different than for typical roads, so it should be designed individually. This paper presents  
a structural analysis of rigid pavement made of granite slabs on elastic base. A three-dimensional finite element model  
of  pavement was crated and tested using open source software developed at the University of Maine.  
The results were compared to well known analytical solution proposed by H. M. Westergaard. 

 
 

1. WSTĘP 
 

Przestrzeń miejska to nie tylko intensywna zabudowa, ale takŜe zespół ulic i placów miejskich decydujących  
o charakterze całego miasta. Obecność w niej przestrzeni publicznych umoŜliwia nie tylko sprawne przemieszczanie  
się, ale takŜe rozrywkę i wypoczynek. Nowe aranŜacje placów miejskich bardzo często wymagają wprowadzenia nowej 
nawierzchni na całości załoŜenia. Taki zabieg wymaga jednocześnie scalenia nowo powstałego placu z otaczającą  
go zabudową historyczną poprzez nawiązanie formą do sąsiadującej przestrzeni. Efektu takiego nie zapewnią niestety  
ani nawierzchnia bitumiczna, ani nawierzchnia betonowa, a uzyskuje się go poprzez zastosowanie nawierzchni z materiału 
kamiennego.  

W obrębie placów miejskich ogranicza się ruch kołowy, ale nigdy nie moŜna go całkowicie wykluczyć. NaleŜy ponad 
to uwzględnić wyjątkowe obciąŜenia komunikacyjne, których przykładem jest obciąŜenie pojazdami słuŜb publicznych. 
Przykładem połączenia aspektów estetycznych z funkcjonalnością moŜe być nawierzchnia z płyt granitowych 
zapewniająca trwałość eksploatacyjną dla danych obciąŜeń i warunków środowiskowych. Jej konstrukcja pod względem 
charakteru współpracy z gruntem jest najbardziej zbliŜona do nawierzchni betonowych typu sztywnego. 

Nawierzchnie typu sztywnego przenoszą obciąŜenie w sposób równomierny na grunt, poniewaŜ duŜa sztywność płyt 
pozwala na rozłoŜenie nacisku na podłoŜe poprzez całą powierzchnię płyty. Nie występuje zatem lokalna koncentracja 
nacisku na grunt pod kołem pojazdu. JeŜeli podparcie (podbudowa) pod płytami jest właściwa i nie ulega zmianom  
np. pod wpływem złego odwodnienia, trwałość nawierzchni sztywnej jest bardzo duŜa i sięga nawet kilkudziesięciu lat.  
W przypadku złego (niejednorodnego) podparcia następuje pękanie płyt i stopniowe zniszczenie nawierzchni. 
NajwaŜniejszymi parametrami wpływającymi na trwałość nawierzchni sztywnych są więc sposób i trwałość podparcia 
płyty oraz ich wytrzymałość. 

Począwszy od lat 20-tych XX wieku projektowanie konstrukcji nawierzchni sztywnych przeprowadza się korzystając  
z rozwiązań analitycznych opartych na załoŜeniach teorii spręŜystości przyjmując, Ŝe podbudowa i podłoŜe gruntowe  
są ośrodkami spręŜystymi. Pierwsze wyniki badań w tej dziedzinie podane zostały przez H. M. Westergaarda w pracach 
[1, 2, 3].  

W latach późniejszych pojawiły się prace, w których wykorzystano modele płyty o skończonych wymiarach w planie 
ułoŜonej na wielowarstwowej półprzestrzeni spręŜystej obciąŜonej kołem samochodu. Ponadto uwzględniono inne 
zjawiska jak na przykład wpływ temperatury. W celu określenia napręŜeń w płycie, podbudowie lub podłoŜu 
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wykorzystano róŜne metody przybliŜone rozwiązywania równań róŜniczkowych - Metodę RóŜnic Skończonych [4] lub 
rozwijająca się bardzo intensywnie w ostatnich latach Metodę Elementów Skończonych (MES) [5]. 

Przedmiotem niniejszego opracowania jest analiza nośności przykładowej konstrukcji nawierzchni wykonanej z płyt 
granitowych. W pracy podano przyjęty układ warstw konstrukcyjnych, a następnie przedstawiono główne załoŜenia 
modelu obliczeniowego nawierzchni oraz wyniki obliczeń uzyskane Metodą Elementów Skończonych i porównano je z 
formułami Westergaarda.  

 
2. OPIS KONSTRUKCJI NAWIERZCHNI 
 

W opracowaniu przyjęto następującą konstrukcję nawierzchni z płyt granitowych: 
• Płyty granitowe o wymiarach w planie 1m x 1m i grubości 8cm lub 10cm, 
• Podsypka cementowo-piaskowa o grubości 10cm lub 16 cm, 
• Podbudowa z kruszywa łamanego o uziarnieniu 0-31,5mm, warstwa grubości 20cm, 
• Pospółka o grubości 15cm, 
• Wzmocnienie podłoŜa poprzez stabilizację cementem o Rm=2,5 MPa, warstwa o grubości 25cm. 

 
3. PŁYTA NA SPRĘśYSTYM PODŁO śU. WZORY WESTERGAARDA 

 
 Projektowanie grubości płyt betonowych przeprowadza się od lat 20-tych XX wieku na podstawie teorii spręŜystości 

przyjmując, Ŝe podbudowa i podłoŜe gruntowe są ośrodkami spręŜystymi. Formułuje się zadanie polegające na 
wyznaczeniu stanu napręŜenia i przemieszczenia w płycie spoczywającej na spręŜystym podłoŜu Winklera. Rozwiązanie 
analityczne tak postawionego problemu zostało po raz pierwszy podane przez H. M. Westergaarda w pracach[1, 2, 3]. 
Wyniki uzyskujemy w ramach następujących załoŜeń: 

• rozpatrujemy jednorodną płytę cienką o grubości i własnościach materiałowych stałych w kaŜdym punkcie, 
• krawędzie płyty są swobodne, 
• płyta spoczywa na podłoŜu spręŜystym Winklera, reakcja pionowa jest proporcjonalna do ugięcia płyty, 
• obciąŜenie jest rozłoŜone równomiernie na powierzchni kołowej, 

Westergaard podał wzory na największe napręŜenia w płycie dla trzech typowych przypadków obciąŜenia: w środku płyty, 
na krawędzi oraz w naroŜu. 
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gdzie: h - grubość płyty, a - promień styku opony z nawierzchnią,  P – obciąŜenie,  

   l – względna sztywność płyty, zaleŜna między innymi od współczynnika k,  
   b – równowaŜny promień rozkładu napręŜeń w dolnej części płyty 
 

 
 

Rys.1. ZaleŜność napręŜeń od przyjętego współczynnika podatności podłoŜa k 
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Podstawową wadą hipotezy Winklera jest to, Ŝe współczynnik podatności k nie jest stałą gruntu, lecz zaleŜy od kształtu i 
wymiaru powierzchni obciąŜającej oraz od jej sztywności. Wartość współczynnika ma jednocześnie bardzo duŜy wpływ 
na wartości napręŜeń w płycie. Na rys. 1 przedstawiono zaleŜność pomiędzy największym napręŜeniem rozciągającym w 
płycie, a współczynnikiem podatności podłoŜa. Do obliczeń przyjęto płytę granitową grubości 10 cm obciąŜoną kolejno w 
trzech miejscach siłą o wartości 50 kN. Niestety wyznaczenie odpowiedniego współczynnika podatności dla konkretnego 
układu warstw samo w sobie jest juŜ niełatwym zadaniem.  

   
4. PŁYTA NA WARSTWACH SPRĘśYSTYCH 

 
Obecnie przy wykorzystaniu wysokiej klasy komputerów i coraz bardziej rozwiniętych programów metody elementów 

skończonych (MES) moŜliwa jest dokładniejsza analiza nawet skomplikowanych układów konstrukcyjnych.  W ramach 
zadania określenia wytęŜenia konstrukcji nawierzchni stworzony został odpowiedni model matematyczny opisujący 
zachowanie płyty spoczywającej na warstwach spręŜystych stanowiących konstrukcję podbudowy. Wyniki badań modelu 
odzwierciedlają statyczne zachowanie się konstrukcji pod wpływem obciąŜeń eksploatacyjnych. Na rys. 2 przedstawiono 
geometrię modelu. 

 

 
 

Rys.2. Geometria modelu płyty na podbudowie spręŜystej. Wymiary w planie 1x1 [m] 
 
Podstawowe załoŜenia modelu: 

• zarówno płyta, jak i warstwy na których spoczywa, modelowane są jako odkształcalne i spręŜyste, 
• nacisk spowodowany obciąŜeniem przekazywany jest poprzez płytę na podbudowę, 
• nie występuje rozciąganie pomiędzy płytą a podbudową, tzn. płyta ma moŜliwość oderwania się np. w 

naroŜach, 
• napręŜenia styczne pomiędzy płytą a podsypką cementowo-piaskową są pomijalnie małe, 
• warstwy podbudowy spoczywają na podłoŜu spręŜystym Winklera, 

W obliczeniach uwzględniono obciąŜenie statyczne. ObciąŜenie normowe wynosiło 100 kN na oś, przyjęto obciąŜenie 
statyczne równe 50 kN (obciąŜenie jednego koła). Rozpatrywano trzy przypadki ustawienia obciąŜenia: środek płyty, 
środek jednej z krawędzi, naroŜe płyty. 

Obliczenia z zastosowaniem metody elementów skończonych obejmują określenie stanu napręŜeń i odkształceń w 
płycie oraz warstwach podbudowy dla róŜnych wariantów grubości płyty, grubości warstw podbudowy oraz punku 
przyłoŜenia siły. 

W celu uwzględnienia spręŜystych właściwości granitu oraz warstw podbudowy zastosowano model konstytutywny 
zakładający liniową zaleŜność pomiędzy napręŜeniami i odkształceniami. Wartości charakterystyczne parametrów 
materiałowych przedstawiono w Tabeli 1. Układ warstw gruntu w analizowanym modelu MES przedstawiono na rys. 2. 

 
Tab. 1. Stałe materiałowe warstw konstrukcyjnych 

Materiał [ ]MPa E  [ ]1ν  

Granit 37000 0.2 

Podsypka cementowo-piaskowa 4500 0.25 

Kruszywo łamane 400 0.3 

Pospółka 170 0.25 

Wzmocnione podłoŜe 4500 0.25 
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Rys.3. Przypadki obciąŜenia: a) środek płyty, b) krawędź, c) naroŜe 

 
5. WYBRANE WYNIKI OBLICZE Ń KOMPUTEROWYCH 

 
Obliczenia przeprowadzono za pomocą programu EverFE, rozwijanego przez University of Maine w Stanach 

Zjednoczonych, dla dwóch wariantów grubości płyty - 8 i 10cm. Sprawdzano takŜe, jaki wpływ na wytęŜenia płyty ma 
zmiana grubości lub parametrów niektórych warstw podbudowy. 

Przeprowadzono obliczenia uwzględniając następujące zmiany w konstrukcji podbudowy nawierzchni: 
• zwiększenie grubości warstwy pospółki o 6 cm (warstwa 3)  
• zwiększenie grubości warstwy podsypki cementowo-piaskowej (warstwa 1).  
• zwiększenie grubości warstwy pospółki o 6 cm (warstwa 3) oraz zwiększeniem sztywności warstwy pierwszej 

poprzez zastosowanie np. chudego betonu 
Dodatkowe obliczenia wykazały, Ŝe zwiększenie grubości pospółki (warstwa 3) nie wpływa na zmniejszenie 

powstających w płycie napręŜeń. Zwiększenie grubości podsypki cementowo-piaskowej z 10 do 16 cm (warstwa 1) 
powoduje spadek napręŜeń rozciągających w dolnej części płyty o około 8%. Zwiększenie sztywności warstwy 
podbudowy wpływa natomiast bardzo korzystnie, redukując napręŜenia rozciągające w płycie granitowej o około 20% 
(por. rys. 7). 

Na rysunkach poniŜej przedstawiono niektóre wyniki obliczeń w postaci map warstwicowych napręŜeń oraz 
przemieszczeń. 

 
  

 
Rys.4. Największe napręŜenia główne na spodzie płyty granitowej grubości 8cm (po lewej) oraz napręŜenia pionowe w 
górnej warstwie podbudowy (po prawej), obciąŜenie w środku płyty 
 

  
 

Rys.5. Największe napręŜenia główne na spodzie płyty granitowej grubości 8cm (po lewej) oraz napręŜenia pionowe w 
górnej warstwie podbudowy (po prawej),, obciąŜenie na krawędzi płyty 
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Rys.6. Deformacja płyty grubości 8cm,  obciąŜenie w środku płyty, przemieszczenia przeskalowane 300 razy 
 

 
Rys.7. Największe napręŜenia główne na spodzie płyty granitowej grubości 10cm, po prawej przypadek zwiększonej 
sztywności podbudowy, obciąŜenie na krawędzi płyty 

 
6. WNIOSKI 

 
Jak wynika z przeprowadzonej analizy zadania metodą elementów skończonych, najniebezpieczniejszym przypadkiem 

obciąŜenia jest najechanie na krawędź płyty. Powstają wtedy największe napręŜenia rozciągające w dolnej warstwie płyty 
granitowej. NapręŜenia rozciągające występujące w płycie grubości 8 cm pod obciąŜeniem działającym  na krawędzi są 
bliskie wytrzymałości granitu na rozciąganie (por. rys. 5) 

NapręŜenia rozciągające występujące w płycie grubości 10 cm pod obciąŜeniem działającym na krawędzi są prawie o 
30% mniejsze niŜ w przypadku płyty grubości 8 cm i znajdują się po stronie bezpiecznej (por. rys. 7) 

NapręŜenia pionowe występujące w górnej warstwie podbudowy są niewielkie  NaleŜy jednak zaznaczyć, Ŝe 
powtarzające się cyklicznie obciąŜenia mogą po pewnym czasie doprowadzić do powstania efektów zmęczeniowych w 
postaci spękań i zmniejszenia sztywności podbudowy, co wpłynie niekorzystnie na wytęŜenie płyt granitowych. 
Rozwiązaniem wpływającym korzystnie na konstrukcje nawierzchni jest zwiększenie sztywności warstwy na której 
ułoŜone są płyty granitowe.  

Proponowane rozwiązanie konstrukcyjne polegające na wykonaniu warstwy ścieralnej z płyt granitowych grubości 10 
cm jest poprawne i zapewnia nieprzekroczenie dopuszczalnych stanów przemieszczeń, odkształceń i napręŜeń 
wywołanych ruchem pieszych oraz sporadycznym ruchem pojazdów.   

W opracowaniu zaprezentowano metodykę obliczeń komputerowych z wykorzystaniem MES. Otrzymane rezultaty 
wskazują na przydatność stosowania takiego podejścia przy analizie wytęŜenia konstrukcji nawierzchni sztywnych. 
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