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WPROWADZENIE

Opisupc rzeczywisty proces transportowy trudno wyobfazobie sié transportow w ktorej nie
wystepuje problem kongestii i co za tym idzie zatorOwzgu punktami wztowymi. Zatem chac
przedstawd model dynamiki rzeczywistego procesu transportmvegley uwzgkdnic w nim maliwosé
wystepowania kolejek. Uwzgbniajac powy:sze wydaje 8| ze najlepsa metod, oshagniccia celu kdzie
wykorzystanie do opisu procesu transportowego &pdeorii kolejkowej. Teoria kolejkowa zajmujegsi
badaniem modeli matematycznych rzeczywistych pegesv ktérych zdarzaj sig przestoje, czekanie,
kolejki i straty. Jest to jedna z dziedzin zastogovachunku prawdopodoliistwa wywajaca jako narzdzi
badawczych analizy zespolonej, teorii rowr@zniczkowych i catkowych i innych dziedzin matematyki
Teoria kolejek pozwala na ocgmam maliwosci zachowaniu si systemu transportowego w przysaio
Niezwykle wygodna do stosowana jest siec kolejkawavzgbdu na podobigstwo z sieci transportow.

Wyniki teorii obstugi masowej stosuje przy projekemiu nowych systemow, gdy chcemy ustali
parametry projektowanego systemu tak, aby jak pigje zaspokai popyt przysztych Kklientow
uwzgkdniajac jednoczénie interesy zargzapcego systemem. Trzeba tu jeszcze padikreze same straty
czasowe nie zawsze sa jedynym, ant tezstrzygajcym kryterium przy ocenie jakoi systemu
kolejkowego.

1. TEORIA KOLEJEK- ZALOZENIA

Z punktu widzenia klienta znajorfio struktury i wiasnéci systemu mge nam przede wszystkim
dopoméc do powztia decyzji co do pogpbowania w systemie kolejkowym. Klienci mpgnie¢ rézne
moazliwosci wywierania wptywu na swoj indywidualny czas, ij@gedza w systemie, na straty lub nakiady
(finansowe, czasowe lub inne), ktore gitym wiza, a méwac ogolnie, na warunki, w jakich realizowana
jest ich obstuga. Mima to osigma¢ np. przez odpowiedni wybor momentu zgtoszeniaysdbesnu lub wybor
obstuguacego. Czasem za okftena doptata mana sobie zapewéipierwszéstwo przed innymi klientami,
a kiedy indziej warto &zie catkiem opéci¢ system i szukaw innym systemie zagiczej obstugi.
W pewnych przypadkach w czasie obstugi wptwia obstugujcego lub na zaszrlzapcego systemem, aby
poprawit warunki, w jakich obstuga przebiega, @mzyt jej tempo lub zmienit kryteria wyboru kliemtGdo
obstugi. Z punktu widzenia zaj@zapcego systemem celem badania bywa ra@e] poszukiwanie
moazliwosci usprawnienia pracy systemu.

W teorii kolejek wystpuja pewne typowe dla niej okdlenia:

— zgtoszenie,
— strumier zgtoszé,
— kanat obstugi,
- kolejka,
- klient.
Proces zgtosze klientow do systemu obstugi jest jedrz gtdownych charakterystyk systemu.
Rozr&niamy r&ne rodzaje systemow w zafesci od tego, czy klienci wchodzregularnie, losowo lub
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wedtug ustalonego wcgeiej planu. W przypadku losowych zgtogzestotne g charakterystyki procesu
zgtosza: srednh liczbe klientow wchodzcych w jednostce czasu, prawdopodabieo tego, ilu klientow
zgtosi s¢ w okrglonym przedziale, i wiele innych. A ta& czy i jak charakterystyki te zmierdagic
Z uptywem czasu.

Obstuga klientow mze by prowadzona w jednym lub w kilku réwnolegtych kaadt obstugi, jej
diugas¢ moze by ustalona i jednakowa dla wszystkich klientow lobdwa; czasem tak zalena od typu
klienta lub od przydzielonego kanatu obstugilijdosipne kanaty maja e prdkosci obstugi.

Wazna wtasndcia systemu kolejkowegoasstochastyczne charakterystyki czasu trwania obskiigre
mog by¢ réznie zmienne w czasie. Kanaly natomiast magkonywa t¢ samy obstug lub tez niektére
z nich mog by¢ wyspecjalizowane. Klienci magby¢ obstugiwani nie pojedynczo, lecz w, przy czym
wielkos¢ grupy mae by znéw losowa, ograniczona lub stata.

Formutupc model teorii kolejkowej naky zatem okréi¢:

- typ rozktadu prawdopodohistwa zmiennych losowych (rozktad deterministycznydéwne odsipy
czasu), rozktad wyktadniczy, rozktad Erlanga, dawalozkiad;
— zalenos¢ lub niezalenos¢ zmiennych losowych czasu czekania na zgtoszesrasu obstugi;
— skaczona lub nieskiczona wartéc liczby stanowisk obstugi, diugoi poczekalni;
— obowiazujaca w systemie dyscyplinobstugi.
Zmiennymi losowe wysgpujacymi w modelu analizowanego typar s
— czas uptywajcy miedzy wepciem do systemu kolejnych zgtosze
— czas obstugi jednego zgtoszenia przez stanowisklugh
— liczba stanowisk obstugi;
— liczba miejsc w poczekalni oczelgaych na obstug
Opisupc system kolejkowy mima postayc si¢ klasyfikach systemow kolejkowych opracowaprzez
D. Kendala [3]. Kod opisagpy system kolejkowy ma posta

XY /Im (1)
gdzie

X —rodzaj rozkladu wégiowego strumienia zgtosaelo systemu,
Y —rodzaj rozktadu czaséw obstugi zgtasze
m — liczba kanatow obstugi w systemie,
Najczsciej wystpujace rozktady wejciowego strumienia zgtoszeoraz czaséw obstugi zgtosze
oznaczono symbolami:
M - rozktad wykitadniczy czasu obstugi zgtoszdbo odstpow czasu nedzy sisiednimi zgtoszeniami,
tzn. poissonowski rozktad przyby
Ex — rozklad Erlanga erlu k czasu obstugi zgtoszealbo odsipdédw czasu nmudzy sisiednimi
zgtoszeniami,
D - strumié& zdeterminowany lub regularny,
G - strumié posiadajcy dowolny rozktad czasow obstugi,
Gl - strumié ogdlnego typu, dowolny i niezatey,
H, —rozktad hyperwyktadniczy r ¢du,
Ck —rozkiad Cox’a k rgdu,
K, — rozktady? odstpéw miedzy zgtoszeniami (z n stopniami swobody)roiktady? czaséw obstugi.
Obowigzujaca w systemie dyscyplina oktajaca kolejnd¢ wybierania zgtoszez kolejki znajdujcej
si¢ w poczekalni. Najagciej spotykamy dyscypliny to: FIFO; LIFO; RSS; RIRS.
Rozwigzaniem zada opisanych przy pomocy teorii kolejelqs parametry opisage zachowanie si
systemu, ¥rod nich czasu zeijosci wszystkich stanowisk obstugi
— prawdopodobigstwo,ze system nie jest pusty,
— $rednia liczba zgtoszeoczekugcych,
— $rednia liczba zgtoszeoczekugcych i obstugiwanych,
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— $redni czas oczekiwania,

— $redni czas oczekiwania i obstugi,

— prawdopodobigstwo,ze przybywajce zgtoszenie oczekuje na obsiug
— prawdopodobigstwo,ze k zglosz# jest w systemie.

Przez sié kolejkowa ktora jest analizowana w artykule jest rozumiany zbigsteméw kolejkowych,
powiazanych ze salh) pomkdzy ktérymi przemieszczajsie zgtoszenia realiza¢ zapotrzebowanie na
obstug. W sieci kolejkowe] wys{puja elementy analogiczne do elementéw sieci transp@ijtoco
umazliwia zastosowanie pe§ i twierdzer stosowanych w sieciach transportowych do opisisndai sieci
kolejkowych (tabelal).

Tabelal Poréwnanie sieci transportowe] z gikoiejkowej

Elementy sieci przeptywowe Sieé kolejkowa Sieé transportowa
L, . s wierzchotek majcy krawgdzie tylko
wejscie przybycie zgtosze (zrodto) wychodzce
- - I wierzchotek majcy krawedzie tylko
wyjscie wyjscie zgtoszé (ujscie) wchodzce
nakzenie przeptywu strumiehr zgloszé wielkos¢ potoku
wierzchotek system kolejkowy Wezet transportowy
krawedz mozliwe przegcie (tranzycja) tuk migdzy weztami
kierunek krawdzi kierunek przejcia kierunek przeptywu
wartas¢ opisupca krawedz prawdopodobigstwo przejcia O<p<l przepustowt

Zrédto: opracowanie wltasne na podstavi@.

2. PROCES TRANSPORTOWY

Konstruupc model dynamiki procesu transportowego mal@pis& zwiazki wystkpujace medzy
stanami systemu transportowego oraz czasem jakenmgmiezaleéna. Parametryzac proces transportowy
naleey zatem uwzgidni¢ zaleznosci miedzy stanami elementéw drog i stanafrodkow transportowych
tworzacych potok ruchu. Zammosci te ograniczaj liczbe dopuszczalnych standw przestrzeni fazowe
stanow systemu transportowego. Ograniczenia te @lagwna przedstawienie ruchu wektora stanu w dwoc
ujeciach[1]:

— jako chgu zmian stanu elementow drog systemu,
— jako cagu zmian stangrodkow transportowych twoszych potok ruchu w systemie, np. pojazdow
pociagéw, wagondéw, kontenerow, pakietow materiatow.

Zakres odwzorowania infrastruktury systemu trangpeego oraz zakres odwzorowania potoku ruch
z wykorzystaniem charakterystgkodkdw transportowych twoszych potok ruchu wynika z celu i zakresu
bada dla ktérych model jest konstruowany. Przyjmujerey stan systemu transportowego definiowany je:
jako punkt przestrzeni fazowej oklenej przez iloczyn kartezjgki stanéw elementéw drég systemu ora:
stanowsrodkow transportowych twogzych potok ruchu w systemie.

A zatem, do opisu stanu systemuz@dy¢ wykorzystany wektor o sktadowych wyznacegaich punkt
W przestrzeni standw tego systemu.

Nawiazujac do definicji procesu transportowego jako opisuazkow pomedzy stanami, a tae dla
potrzeb odwzorowania dynamiki transportowego jetilos transportowych (dynamiki procesu
transportowego) w sieci transportowej zaktadaney,

— stan nazywabedziemy faza procesu,
— zmiarg stanu (zmiagfazy) nazywa bedziemy zdarzeniem.

Faz procesu transportowego cechuje czas trwania, ezemi@ chwila wysipienia zmiany stanu.
Powstad w ten sposéb strukteirdefiniujemy jako struktur sieci faz procesu transportowego. W takin
uktadzie struktura sieci faz procesu transportow@egi odwzorowaniem struktury transportowej ora:
odwzorowaniem procesu transportowego jednostekspatowych w sieci transportowej. W odwzorowanit
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dynamiki procesu transportowegadensrodek transportowy twoszy potok ruchu nie mie by w zadnym
stanie wecej niz jeden raz.

3. ODWZOROWANIE STRUKTURY | CHARAKTERYSTYK SIECI TRANSPRTOWEJ
Struktug systemu transportowego zapisujemy w postaci geafu

G=<W, L> (2)
gdzie:
W - zbidr wierzchotkéw (wztow) grafuG
W={w:w=1,2,..a,....0,..., ]y er, by.., W} (3)

L - jest zbiorem upomdkowanych par i{ j) weztbw grafu ldacych podzbiorem iloczynu
kartezjaskiego WxW, przy czym tuk i ) jest interpretowany jako pgdzenie transportowe od
weztai do wezlaj.

Droga nazywamy cig elementéw infrastruktury systemu transportowegarabe udziat
w przemieszczaniu potoku ruchu od paikm trasy (wztaa) do kaica trasy (wztab). Zatem drog w grafie
G, z weztaa do wezta b nazywa bedziemy cag p(ab) definiowany naspujaco:

p(ab)=((a, k), (k, ...), ..., (i,)), ..., (..., D), (L, b)) 4)

Oczywisciea, k, i, j, I, idW oraz @, K,..., (, j),..., (, b)OL.

Konstruupc model dynamiki procesu transportowego koniecase zdefiniowanie czasu. Zaktadamy
zatemze ponumerowano odcinki czasowych o dowolnej ddaggrzy czym tworz one zbidrT, tj.:

T={tt=1, ..t' .., T} (5)

Zaktadamy, ponadtae Vt,t'e Tt # t' co oznacza,ze zbidr odcinkébw czasowych jest zbiorem
uporzdkowanymscisle monotonicznie.

Model opisugcy proces transportowy powinien charakteryzéwsia uwzgkdnieniem w zapisie [11]:
—  przyczynowdci,
- FIFO,
— zaleznosci migdzy wielkdscia potoku ruch a wykorzystywanymi w systemie drogami.
Przyczynowa¢

Wplyw na obecne zachowanie pogingch maj poprzednie stany. Warunek ten stanowi o tsgmna
koszty transportu dla danego gpatenia mog mie¢ wptyw wielkosci przeptywu w poprzednich chwilach.
FIFO

W dynamicznym modelach dynamicznych ponigwawvykle oczekuje si ze jeli dwa pojazdy
wjezdzaja do samego tuku w pewnej kolefod to i w tej samej kolejrixi go opuszczaj Mozna zatem
powiedzi&, ze przybywag do miejsca przeznaczenia wgaej niz tych, ktorzy odeszli po nich [4].

Vs,s" €5 jesliti(s) > t;(s") 1;;(t) = t;(s) —t;(s) (9)

dr;j(t)
P =0 (20)

gdzie:
t;(s) - czas wyjazdu pojazdu s zxa i
t;(s") - czas wyjazdu pojazdu s’ z®ma i,
ti(s) - czas przyjazdu pojazdu s dezia |,
tj(s") - czas przyjazdu pojazdu s’ deza j.
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dr;;(t) - oznacza zmianw czasie przybycia doezta j pojazdow s i s’ miedzy pojazdami na Yo
I wyjsciu z pokczenia  j).

Warunek (9) oznaczae na danym tuku nie wygiuje wyprzedzanie pojazdow.
Rozprzestrzenianie s¢ potoku ruchu

Rozprzestrzenianie potoku ruchu wskazuje, jak zimiest liczba pojazdow wzdiu trasy ruchu
pojazdu. W modelu odwzorowagym dynamilk procesow transportowych wielko potoku ruchu maze
zmienia sie wzdtuwz trasy zalenie od warunkow pracy

pab (Tab (t)) D A 3) (11)

T drab(t)/dt

gdzie:
fe(t) - jest wielkdcia potoku ruchu wyptywajcego z wztaaw czasid,
he(t) - jest wielkdcia potoku ruchu wptywajgcego do wzta b w czasid,

% (t) - jest okresem czasu potrzebny na przejazd gava do wezta b zalezny od chwili w ktdrej
srodki transportowe znalaztyesna trasie

Zaleznos¢ (11) pozwala na zbadanie, jak zmieny wsiielkos¢ potoku ruchu wzdii trasy z uptywem
czasu.

Wielkosé ab
potoku ruchu y y=F(t)

FE(t)=H™ (1))

(%) czast

Rys. 2.Wykres wielkéci potoku ruchu w sieci
Zr6dio: [4].

Analizujac proces transportowy nake okresli¢ zbidr typow srodkéw transportowych natecych do
analizowanego systemu ich liegbPonadto, nalegy sprawdzé czy liczba srodkow transportowych
znajdupcych sé na danym paiczeniu sieci transportowej nie przekracza ogramicag/nikajacych
Z wyposaenia tego paiczenia (jego charakterystyk — w teorii kolejkowefl® one miaty wptyw na licz¢
kanatow obstugi). Dlatego nadg okresli¢ liczbe srodkow transportowych dla poszczegolnych tukaw)(
sieci z uwzgtdnieniem czasu.

Zaktadamy zatemze po sieci transportowe] m@gorzemieszcza sie srodki transportowe rych
typow tworzc potok ruchu. Dla jednoznaczwo dalszych rozwzen przyjmujemy,ze S jest zbiorem
numeréw typowsrodkow transportowych, tj.:

S={s:s1, ..5,....§ (6)

gdzieSjest liczebnécia zbioruS.

Poniewa po sieci transportowej me jednoczénie przemieszczasie wiele srodkéw transportowych
jednego typu, gt niezlzgdnym jest ponumerowaniodkéw kadego typus, $1S. Zbidr numerowsrodkéw
transportowycls-tego typu oznaczymy przéZs), przy czym kdzie on zbiorem postaci:
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K(s) ={(k,9: k=1,...K(9)}, sOS @)

gdzie pag¢ (k,9 interpretujemy jakd-ty numersrodka transportowegstego typu, natomias{(s) jest liczla
srodkéw transportowyck-tego typu przemieszczaaych s¢ po sieci transportowej.

Analizujac problem dynamiki procesu transportowego malawzgkdni¢ przemieszczanie jednostek
transportowych po wszystkich pokeniach naleacych do danej sieci transportowej. Definiujemy mate
zbior K((i,)),k(s)t) ktérego elementy opisupumersrodka transportowegstego typu, ktéry w wyrgnionej
t-tej chwili znajduje si na (,j)-tym pokczeniu sieci transportowe;j.

Inng z charakterystyk procesu transportowego jest tzasportusrodka transportowego danego typu
na okrélonym tuku. Zataymy zatemze na iloczynie kartezfskim LxSXT tym zadane jest odwzorowanie
t1, przy czym wielké&¢ t1((i,j),st) mie¢ bedzie interpretag czasu pokonania tuku,j) przezsty rodzaj
jednostek transportowych sjesrodki transportowe znajdug sic na tuku {,j) w chwili t.

Oczywiscie dla ustalonej chwili oraz dla ustalonego pmkenia (j) petna charakterystyka dynamiki
prowadzona oddzielnie dlaz@ego rodzaju jednostek transportowych opisafizie uktadem wartwi:

<t1(G, j), 1,1), tL(G), 2,0), ooy tLG), S D, oony LL(T), Si0)> (8)

Faz procesu transportowego charakteryzuje czas trwaniazdarzenie charakteryzuje chwila
wystapienia zmiany stanu. Powsialv ten sposob strukteirdefiniujemy jako struktur sieci faz procesu
transportowego. W takim ukfadzie struktura sieeiff@cesu transportowego jest odwzorowaniem stryktu
transportowej oraz odwzorowaniem procesu transp@go jednostek transportowych w sieci
transportowej. Struktgrsieci faz procesu transportowegozemy zapisaw postaci sieci kolejkowej

Dla kazdej jednostki transportowejag) faz procesu transportowego jest opisany wektdeenprocesu
transportowego - ze waglu na wyranione fazy jest to wektaicisle uporadkowanym. Przyjmujemy wc,
ze wektorW(s) ma posta&

W(s) = [w(s, n, jn)] ne{1,..,As)}, S8, (9)

gdzie F(s) jest liczly faz transportowego giw systemie transportowym s-tej jednostki transpeoef.
Wektor w(s) okrélony jest dla kadego §1S n-numer fazy.

System opisany powsgj, tj. sytuaci dla n-tej fazy obstugi, dla konkretnego stanu ¥Yepistawiono na
rys. 3.

Fazan

Strumien Strumien
7otoszen A obstuzonych
jednostek
» M, N : >

Rys.3. Schemat systemu kolejkowego dla n-tej fdmsfugi w sieci faz.
Zrédto: opracowanie wiasne na podstaig.

Na rysujkul M oznaczono zbiér numeréw miejsc w poczekalni nfély procesu obstugi, przez
N zbior numeréw kanatow obstugi w n-tej fazie pracedstugi. Oczywdcie brak miejsca w poczekalni
w n-tej fazie procesu obstugi powoduje przesciei momentu rozpoeggzia obstugi lub zakiczenia obstugi
o jednostk czasu w fazie poprzedaagj n-4 fazc. Natomiast brak wolnego kanatu obstugi w n-tejidaz
powoduje przesuntie momentu pocku obstugi w tej fazie. Jednostka transportowar&iznajduje si
w n-tej fazie dalej oczekuje w poczekalni n-tejyfaa obstug. Brak miejsca w poczekalni fazy ngstijacej
po fazie n-tej powoduje przesgole momentu zakiazenia obstugi w n-tej fazie o jednostkzasu.
Przedstawiajc proces transportowy w notacji kolejkowej nafciej wykorzystujemy rozktad zgtoszedo
systemu.
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Oczywiscie czas transportowegaodkow transportowych po kdym pohczeniu sieci transportowe;j
moze by rézny i uwarunkowany jest zarowno liczhypow srodkow transportowych na pmizeniu, jak
i liczba $rodkow transportowych danego typu gbych z poiczenia sieci transportowej w tym samym
czasie skorzysta

W terminologii sieci faz procesu odpowigddo Ixdzie sytuacji obstugi przez kanaly obstugi
okreslonego strumienigrodkow transportowych. W przypadku, gdy intensygénkanatu obstugi &dzie
mata w stosunku do rzeczywistego zapotrzebowani@zas, przed kanatami obstugi twoézgic beda
kolejki. Zatem nalgy uzy¢ aparatu teorii kolejek. Poniewaajczsciej:
— okresy m¢dzy kolejnymi pojawieniami gipojazdow w punktach gztowych maj rozktady jednakowe

I niezalene; prawdopodobisstwo, ze w okresie midzy t a t+At pojawi st tylko jeden pojazd zaly

tylko od diugdci przedziatuAt i jest ono niezalane od t,
— w dowolnym przedziale o diugo At >0 prawdopodobiestwo pojawienia sipojazdow jest dodatnie,
- w analizowanym dowolnym wystarcaap krotkim przedziale czasu m® wystpic cO najwyej

pojawienie si pojazdéw,

Przypuécémy, ze system transportowy rozpoczyna gracmomencie O ze pierwszy pojazd pojawiacsi
w chwili t, (t>0). Wowczasf(t) jest funkch gestasci prawdopodobigstwa zaréwno diugaei przedziatow
miedzy pojawiania si kolejnych pojazdow, oraz czasu, w ktGrym npspierwsze pojawienie spojazdu.
Niech:

P(t)=1- | f(t)ck (10
gdzie:

P(t) - prawdopodobigstwo, ze pojazd pojawi gipo czasie t

Zgodnie z dwoma pierwszymi zaieniami:

P(t+At)=P(t) P(At) dla t>0, At>0 (11)
Z tego wynikaze
P(t)=e™ (12)
gdzie:A >0.
Po podstawieniu do (10) otrzymujemy:
t
eM=1- j f(t)dt (13)
0
R&zniczkujac stronami otrzymujemy
f(t) =re™ (14)

zatem diugé¢ okresow mgdzy kolejnymi zgtoszeniami ma rozktad wyktadnicaystrumié zgtoszé ma
rozktad Poissona.

Wobec powyszego prawdopodohistwo, ze w przedziale (0,t) wygpuje k zgtosze jest dla rozkiadu
Poissona rowne
B ()\t)ke—)\t
Y

R.(t) koc 0{o} (15)
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PODSUMOWANIE

Reasumujc analizugc procesy transportowe rirea wybr@ model wykorzystujcy teork kolejkowa.
Modele te, w przeciwigstwie do umaliwiaja badanie zalanosci migdzy elementami sytemu z dokiladom
poréwnywaln, do rzeczywistéci. Poniewa celem badania procesow transportowych bywa n&gja
znalezienie m@diwosci usprawnienia pracy systemu transportowego lubigjszenie kosztow. Wybiekgj
zatem parametry systemu kolejek ngleuwzgkdnic znajomd¢ struktury i wiasnéci procesu
transportowego. Modelag naley wzia¢ pod uwag mozliwos¢é wyboru momentu zgtoszenia do systemu,
dodania nowego kanatu obstugi-(drogi pasa ruchzwvatapca na zwikszenie przepustowoi drog albo
zmiana polityki cen, pozwalkga na skrocenie czasu oczekiwania czekania pojandkarkach.

Streszczenie

W artykule przedstawiono gtéwne zaémia teorii kolejkowej i jej zastosowanie w opipcesu transportowego. Zdefiniowano
proces transportowego jednostki fadunkowej w syietransportowym. Przedstawiono parametry chargkiggce proces
transportowy uwzgdniajac formy teorii kolejkowej.

Stowa kluczowe: modelowanie, proces transportowaganie optymalizacyjne, transport.

Queue theory applied to the transport process description

Abstract

The article describes the main assumptions of qtleary and its application in the descriptiontad transport process. The unit
load transport process in the transport systemdefised. The parameters characterizing the tramgpocess having the form of
queue theory were presented..

Key words: modeling, transport processes, the agdition problem, transportation.
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