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W rozwoju teorii chaosu zasadniczà
rol´ odegra∏o tzw. odwzorowanie logi-
styczne. Takie sformu∏owanie zosta∏o
u˝yte przez matematyka Jamek Yorke
i biologa Roberta Maya dla wariantu za-
le˝noÊci liniowej prostego modelu ma-
tematycznego wzrostu populacji.
W procesie rozwoju populacji, logistyka
jest regulatorem utrzymujàcym wzrost
populacji w pewnych granicach. Odwzo-
rowanie logistyczne sprawdza si´ nie
tylko przy prognozowaniu liczebnoÊci
populacji. 

Mitchell Feingenbaum wypracowa∏
teori´ uniwersalnoÊci, wg której mode-
le matematyczne nieli-
niowych procesów dyna-
micznych, zarówno bio-
logiczne, ekonomiczne
czy te˝ fizyczne, prze-
biegajà w ten sam spo-
sób. Odwzorowanie lo-
gistyczne jest godne po-
znania, gdy˝ pozwala
wyjaÊniç osobliwe prze-
biegi procesów przy pla-
nowanych parametrach
przep∏ywu. 

Najprostszym równa-
niem liniowym okreÊla-
jàcym przyrost populacji
jest xn+1 = rxn, gdzie 
r – wspó∏czynnik wzro-
stu populacji, xn – wiel-
koÊç populacji w okresie
n. Taka funkcja liniowego wzrostu pro-
wadzi do nieskoƒczonego powi´ksza-
nia si´ populacji. Realistyczna funkcja
powinna rosnàç stromo, gdy populacja
jest ma∏a, maleç do zera dla wartoÊci
poÊrednich i raptownie spadaç, kiedy
populacja jest bardzo du˝a. Takie wy-
magania mo˝e spe∏niaç wiele ró˝nych
równaƒ, ale najprostszym jest modyfika-
cja dotychczasowej funkcji liniowej

xn = rx(1-x)

Cz∏on (1 – x) utrzymuje populacj´ we-
wnàtrz granic dlatego, ˝e gdy x roÊnie,
jej wielkoÊç maleje. Populacja w tym
matematycznym modelu przedstawiona

jest w postaci u∏amka o wartoÊciach
mi´dzy 0 i 1, a wi´c jako procent mak-
symalnej populacji ca∏kowitej. Równa-
nie to jest nazywane „iteracyjnym”, po-
niewa˝ wynik z poprzedniego okresu
jest potrzebny, aby uzyskaç wynik
w okresie nast´pnym, odwzorowanie
logistyczne jest  wi´c „p´tlà sprz´˝enia
zwrotnego”. WartoÊç do której zbli˝a
si´  Xn, w miar´ powtarzania wyliczania
równania, nazywana jest atraktorem. 

WielkoÊç populacji, w zale˝noÊci od
wartoÊci parametru r, przedstawia si´
na wykresie atraktorów, tzw. wykresie
bifurkacyjnym, rys. 1. Dla wartoÊci

mniejszych od  3, populacja roÊnie nie-
znacznie, co jest widoczne na wykresie
jako lekko wznoszàca linia. Gdy para-
metr wzrostu przekroczy wartoÊç 3, ta
linia rozdwaja si´ na dwie. Dalsze
zwi´kszanie parametru b´dzie powodo-
wa∏o oscylowanie wartoÊci populacji
w podwójnym cyklu, jak pokazano to na
czàstkowym wykresie wartoÊci. To roz-
szczepienie nazywa si´ bifurkacjà. Bifur-
kacje podwajajà si´, gdy parametr wzro-
stu przekracza wartoÊç 3,45 i populacja
oscyluje w cyklu 4 wartoÊci. Kolejne
zwi´kszanie parametru wywo∏a bifurka-
cje w cyklu 8 i 16 wartoÊci, a˝ do warto-
Êci parametru 3,57. Po przekroczeniu
tej wartoÊci, wielkoÊci populacji stanà

si´ nieprzewidywalne, totalnie cha-
otyczne.       

Odwzorowanie logistyczne nie jest je-
dynym, które daje dzielàce si´ atraktory
i „chaos z wzorem”. Jak odkry∏ Feingen-
baum, istniejà ca∏e rodziny równaƒ
(wiele z tych równaƒ stosuje si´ w bada-
niach doÊwiadczalnych), które w∏àczone
w p´tle sprz´˝enia zwrotnego wyglàda-
jà, sàdzàc z rezultatów, dok∏adnie tak
samo jak odwzorowanie logistyczne.
Jednym z przyk∏adów takiego równania
jest x=rsinπx. 

Wzór xn = rx(1-x) jest cz´sto nazywa-
ny równaniem logistyki. Przy za∏o˝onej

dynamice rozwoju pro-
cesu i znanym wyniku
w poprzednim okresie
pozwala oszacowaç spo-
dziewane efekty w na-
st´pnym terminie. Dla
logistyków istotna jest
ÊwiadomoÊç przemian
fazowych w dynamice
przep∏ywu obs∏ugiwane-
go procesu. Poglàdowo
te przejÊcia fazowe mo˝-
na przedstawiç na przy-
k∏adzie strumienia wody
z kranu – przy niewiel-
kim otwarciu kranu wo-
da wycieka kroplami,
przy dalszym otwarciu
wyp∏ywa ciàg∏y stabilny
strumieƒ, powi´kszenie

otwarcia powoduje rozpad strumienia
na dwa: lejowaty zewn´trzny i cylin-
dryczny Êrodkowy; pe∏ne otwarcie wy-
wo∏a chaotyczny kawitujàcy wyp∏yw
wody.  

Oscylujàcy przebieg procesu jest sy-
gna∏em niewydolnej obs∏ugi logistycz-
nej lub zbyt wysokiej dynamiki rozwoju.
Praktycznie trzykrotny wzrost dynamiki
jest bardzo rzadko spotykany, przyczy-
ny tego zjawiska nale˝y wi´c szukaç
przede wszystkim w logistyce. Taka na-
uka p∏ynie z odkrycia prawa przemian
fazowych w dynamice przep∏ywów.   
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Rys.1. Wykres atraktorów populacji dla ró˝nych wartoÊci parametru wzrostu
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