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metoda elementéw skzzonych, nieliniowe zagadnienia brzegowe
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MODELOWANIE HIPERSPR EZYSTYCH KOMPOZYTOW
ZBROJONYCH WLOKNAMI

W pracy stosowanegsmodele konstytutywne niejednorodnych materialéw
hiperspezystych zbrojonych witéknami. Modele te, zapropon@wan pracach
autoréw [3,4] redukuj sie do klasycznych modeli kompozytow widknistych.
o elastomerowej matrycy zbrojonej kilkoma rodzinamiékien o znacznej
wytrzymaldci na rozcipganie. Zakltada @i ze widkna deformyj sie
jednowymiarowo i @ w peini pokczone z matryc Modele tego typu
zaproponowane w pracach autoréw zostaly zaprogrammeww systemie metody
elementéw skixzonych ABAQUS [1,2]. Podstawowym celem pracypgekazanie
potencjalnych m#iwosci zastosowania tych modeli. Dyskutowaner@gzwigzania
numeryczne wybranych nieliniowych zagadriezegowych.

MODELLING OF HYPERELASTIC FIBRE-REINFORCED MATERIA LS

In the paper the class of constitutive models gfehglastic non-homogeneous
composite materials with isotropic matrix reinfodceith continuous fiber families
are used. Considered class of constitutive modalsapproximation reduce
to the classical models of fibrous composites, wHall bounding between matrix
and fiber is assumed as well as one-dimensional fileformation, cf. [3,4]. Such
model was proposed in author's papers [3,4] and leamented in FEM system
ABAQUS [1,2]. The main goal of this paper is to whilie possible application
of the proposed models. The numerical solutiorsoofe nonlinear boundary value
problems are discussed.

1. WSTEP

Modele niejednorodnych materialtdw kompozytowychseteane w tym artykule,
zostaty zaproponowane i zaimplementowane w systemeidy elementéw skoezonych
ABAQUS [1,2] we wczéniejszych pracach autoréw [3,4]a  z punktu widzenia teorii
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relacji konstytutywnych hipersgrystasici materiatdbw anizotropowych [6] modele
uproszczone, ktére w aproksymacji liniowej sprovegalzsic do klasycznych modeli
materiatbw kompozytowych wzmocnionych wtoknami. &gl zaznaczy, ze
implementacje numeryczne, w komercyjnych progranmaetody elementéw skozonych
takich jak np. ABAQUS, relacji konstytutywnych aoimpowych materiatow
hiperspezystych g nieliczne i powstaty dopiero w ostatnich kilkudah, por. literatuy
cytowary w pracach [3,4] oraz dyskgsjv monografii [5]. Oznacza to tak, ze dos¢gpne w
literaturze rozwizania nieliniowych zagadmebrzegowych z tego typu materiatamj s
nieliczne i stabo przebadane. Wobec tego ograniezeszwaan do modeli materiatow
kompozytowych, w ktérych energia gpystasci jest funkcy poliwypukl (patrz pkt.2), jest
racjonalne, gdy w tym przypadku istnigj twierdzenia o istnieniu rozaZania zada
brzegowych statyki. W niniejszej pracy zamieszczamgwiazania numeryczne trzech
wybranych zagadnie brzegowych, ktére ilustraj potencjalne zastosowania
zaimplementowanych modeli teoretycznycha ® modele scisliwych, transwersalnie
izotropowych materiatéw hipersgrystych. Dwa przykfady ilustragjtzw. zjawiska inflaciji
kuli i cylindra, ktére § dobrze poznane w przypadku §usliwych, izotropowych
materiatow hipersgeystych. W tych przypadkach $akze znane rozwgzania analityczne.
Dodatkowo, w przypadku cienkciennej sfery (balonu) istnigjtakze wyniki bada
doswiadczalnych, ktdreasjakosciowo i ilosciowo zgodne z rozwrzaniami analitycznymi,
patrz Rozdziat 5 w pracy [5] oraz obszghteratug tam dyskutowasi cytowara. Trzecie
zadanie brzegowe zamieszczone w pracy, to nierovaropxciskanie walca. W kalym
zadaniu dyskutowanych jest kilka przypadkéw zelba widkien zbrojenia w matrycy.
Poszukiwanestylko te rozwizania zada nieliniowych, ktore ze wzgtlu na zastosowane
warunki brzegowe, charakteryaupie wymagama symetry rozwiazania, co pozwala na
poréwnanie uzyskanych rozaziea numerycznych z analogicznymi rozwaniami zada z
scisliwymi hiperspezystymi materiatami izotropowymi.

2. MODEL HIPERSPREZYSTEGO MATERIALU ZBROJONEGO WLOKNAMI

Zgodnie z przyjtymi w pracach [3,4] zaleeniami, jednostkow energé sprzystoici
(ES) materiatu hipersptystego zbrojonego kilkoma rodzinami widkien zapnogeano w
nastpujacej postaci:

N N
k'IJ:(:]-_ZF)anM +z panZn’ (1)
n=1 n=1

gdzie W, jest funkch ESM matrycy (funkej izotropows), a W,, s funkcjami ESZ
rodzin widkien, z& p, oznacza udziat oBfosciowy danej rodziny wiokien w jednostce
objetosci materiatu (N, =6) Zakladamy take, ze materiat matrycy jest materiatem
izotropowym, ktérego funkcja ESM jest funkdgotropowa tensoréw deformaciji: prawego
C=F'F ilewegoB =FF", gdzie F jest tzw. tensorem gradientu deformacji o dodatnim

wyznacznikuJ =detF > 0, za symbol “T" oznacza transpozygtensora.
Funkcje ESZ nagromadzonej w n-tej rodzinie witOkiektore ,pracuy’

jednowymiarowo w kierunkun, (X) sa nastpuijace:
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E
l'I',Zn:f(léln_l)z' (2)
gdzie
I4n = trM n? (3)

a tensoryl\?l , 0znacza tensory parametryczn® =m_ [Om,  w konfiguracji aktualnej,
obliczone zgodnie ze wzorem:

M, =FMFT. (4)

ParametryE,, maj interpretacj pocatkowych modutéw Younga n-tej rodziny wiokien.

W tej pracy rozpatrujemy szczegOlny przypadek fijinlkeSM, ktéra odpowiada
modelowi Ciarleta materiatdcisliwych dyskutowanego w rozprawie [5]:

W, =1 (1,73 (1 ) (1, 9]+ 20, 2 ()]0
(5)
_[%AO +,uO}InJ —711[/10—2#0(1_ 0]

Jezeli f =1, to z (5) otrzymujemy model Ogdena. Paramepry:i A, sa statymi Lame’go
(identycznymi jak w teorii matych odksztafge Funkcja (5) jest poliwypukia i spetnia
odpowiednie warunki wzrostu potencjatu gystasci wtedy i tylko wtedy gdy:z, >0,
f0(0,0) i A, >24,(1-f), por. [5]. Poniewa funkcja (2) jest funkej kwadratow
wzgledem gradientu deformaciji, to takfunkcja (1) z uwzgldnieniem (2) i (5) jest funke;j
poliwypuklta. Wymaganie to zapewnia istnienie rozwa zada brzegowych
hiperspezystasci dyskutowanych w pkt.3 pracy.

3. PRZYKLADY NUMERYCZNE
3.1 Inflacja kuli

W celu rozwizania zadania inflacji kuli przy zastosowaniu ME&/a@zono model
uwzgkdniajacy jej symetrg wzgledem punktu. Pozwala to na zredukowanie geometrii do
siatki MES przedstawionej na rys.1 przyyaiu osiowo-symetrycznych elementow
skonczonych oraz odpowiednich przemieszczeniowych wawn brzegowych na
krawedziach AB i CD. c
0 0

Rys. 1.Schemat statyczny oraz siatka MES w symejymycwzgldem punktu modelu kuli
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Przygto promiea wewrgtrzny kuli R = R oraz zewatrzny R =2R. Obchzenie
zrealizowano poprzez wymuszenie przemieszczeniowadajc na krawdzi AD
u, =5Rp, gdzie p jest parametrem stemgym algorytmem iteracyjnym ﬁjD(O,]}).
Jednoczénie na krawdzi BC zadano zerowe przemieszczeniowe warunkigonze.

W modelu konstytutywnym (1-5) prajp nastpujace parametry materialowe:
M=y, A =49, (v, =0.49), E, =24,. Rozwhzujac zadanie inflacji kuli badano wptyw
pozostatych parametrow modelu, ff. i p, umieszczajc informacg o ich wartdci na

rys.2. Zbrojenie w postaci witokien umieszczono erinku obwodowym i promieniowym.
Zauwamy, ze zjawisko inflacji sfery jest zauwalne take w przypadku materiatu
transwersalnie izotropowego.
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Rys. 2.Wykresy nagieri promieniowych w funkcji parametru steyopgo w skrajnym
elemencie wewdtrznym

0

3.2 Ekspansja cylindra grubgciennego

Zadanie dotyczy ekspansji (rozszerzania) cylindrabgiciennego wykonanego z
materialu o relacjach konstytutywnych podanych wt.2kW zadaniu tym przgio
przemieszczeniowe warunki brzegowe na wgvemej powierzchni cylindra i zerowe
napezeniowe warunki brzegowe na powierzchni zetkme;.

Promien wewrgtrzny cylindra wynosiR = 10R, z& promiei zewrgtrzny R, = 20R.

Zadanie jest osiowo symetryczne, zatem zgodniekensatem przedstawionym na rys.3,
mozna modelowa elementami osiowo-symetrycznymi (tu CAX4H) tylkbszar ABCD.
Rozwigzanie tego zadania w ukladzie biegunowym jestzpaleod jednej zmiennej
geometrycznej. Wszystkie sktadowe stanu aamria, odksztalcenia i przemieszczenia
mog by¢ co najwyej funkcjami zmiennejr. Wobec tego na jaké rozwiazania
numerycznego ma wpltyw wadznie liczba elementéw w kierunku promienia. Na.3ys
przedstawiono siatk sktadajca sic z 20 elementéw skmzonych, ktéra wykorzystana
zostata do rozwrania zadania z przemieszczeniowymi warunkami loegmi na



MODELOWANIE HIPERSPRZYSTYCH KOMPOZYTOW... 1207

krawedziach AB i DC (u =0) oraz obeizeniem realizowanym przez przemieszczeniowe
warunki brzegowe. W wztach 1 i 22 zadano przemieszczenia w kierumke wartgci
u =100R L, gdzie p jest parametrem steagym algorytmem catkowania.

W modelu konstytutywnym przgfo nasgpujace parametry materialowe:
M=, A=49u, (v,=0.49), E,=26y,, f =0.9. Zbrojenie w postaci widkien
podobnie jak w przypadku kuli ta& umieszczono w kierunku obwodowym i

promieniowym, co jednak ze wzglu na inny spos6b modelowania przestrzennego
wymaga odmiennej definicji sktadowych tensora pataycznego (4).
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Rys. 3. Ekspansja cylindra grufmiennego: a) schemat rozyemego zadania,
b) siatka MES w konfiguracji aktualnej (zdeformoejan
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Rys. 4. Wykresy nagieri promieniowych w funkcji parametru steyoggo w skrajnym
elemencie wewitrznym
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Wyniki pokazane na rys.4 wykazauwyvyraznie, ze zjawisko inflacji cylindra wyspuje przy
jego zbrojeniu w kierunku promieniowym, natomiastrojenie obwodowe eliminuje to
zjawisko. Zjawisko inflacji cylindra jest trudno sérwowalne, w poréwnaniu do
analogicznego zjawiska dla sfery i balonu, orazkaialy hiperspgzysty model materiatu
izotropowego to zjawisko przewiduje, co szczegoétalyskutowano w Rozdziale 6 pracy
[5]. Podobnie jest w przypadku rozpatrywanym wptejcy, patrz rys.4.

3.3. Zadaniesciskania walca zbrojonego widknami

Zadanie dotyczyciskania walca w kierunku jego osi przez zadaniprgi@niowych
warunkéw brzegowych na jego podstawach. @tasiie w postaci énienia o jednostkowej
amplitudzie zaleono na kotowym podobszarze podstawy walca, ktosegdek pokrywa
sie z osh walca. Dodatkowo, na pozostatyche&@ach podstaw walca oraz na jego
pobocznicy zatgono zerowe napgeniowe warunki brzegowe. Przyp, ze walec
wykonany jest z hipersgtystego materiatu zbrojonego wtoknami (1-5). Rozavee g trzy
przypadki, tj. brak zbrojenia, wtokna zbrojenia mkierunek osi Oz oraz wiékna zbrojenia
maja kierunek osi Or. Nalg zaznacz§, ze kierunki ulgenia widkien s podane w
konfiguracji odniesienia, a w wyniku deformacji &miap si¢ lokalnie zgodnie z (4).
Powyzsze zataenia w odniesieniu do geometrii, warunkéw brzegdwysaz sposobu
zbrojenia witéknami, umdiwiaja przyjecie zalgenia o symetrii osiowej i symetrii
wzgledem ptaszczyzny prostopadtej do osi z poteej w potowie wysokéci walca, por.
schemat na rys.5.
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Rys.5. Schemat analizowanego zadania oraz przecnerseu, krawedzi FH w funkcji
promienia

W osiowo-symetrycznym modelu jak na rys.5. na buz&€g przygto jednostkowe
cisnienie z& na brzegach GH i IH zerowe napeniowe warunki brzegowe. Na @i
brzegu Ol przyjto u,=0. Wymiary analizowanego obszaru (w wiglkiach

bezwymiarowych) wynosz 1x1, z& stosunek diugai brzegu FG do FH wynosi 0.1.
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Obszar OFHI podzielono na 10000 elementéw typu CAXiiowych funkcjach ksztattu.
Przyjta siatka MES jest rownomierna, tj. odpowiednio erknku osi Oz jak i osi Or
znajduje si pol00 elementdéw. W analizowanym przyktadzie pitoyjnastpujace dane

materiatowep=0.1 (albop(r)=0.1%) , (,=10E,, A=15E,, E,=26E,
(alboE, =260E,, ), gdzie E,, jest pocatkowym modutem Younga materiatu matrycy
orazf =0.2.

Podstawowym celem tego przyktadu jest porOwnanisvigzan zadania w przypadku
hiperspezystego materiatu izotropowego i zaimplementowangaideli hiperspgzystych
materiatdw zbrojonych widéknami. Zadanie rozmano, zakladap rézne usytuowanie
widkien zbrojenia: a) w kierunku osi Oz (oznaczeméerysunkach ,zbrZ"), b) w kierunku
osi Or (oznaczenie na rysunkach ,zbrR"), przyzmych stosunkach posgtkowych
modutéw Younga zbrojenia i matrycl, / E,, =10 (oznaczenie na rysunkach ,Ez26"),

E, / E,, =100 (oznaczenie na rysunkach ,Ez260"), oraz w pariku zbrojenia w kierunku
osi Or przygto, ze udziat obgtosciowy zbrojenia zmienia siwraz z promieniem zgodnie z
réwnaniem p(r):O.lﬁj (oznaczenie na rysunkach ,Pfun”). Dodatkowo w réuleze

zbrojeniem, o sztywnigi dziesgciokrotnie wikszej nz matryca utaonym w kierunku osi
Or, przeanalizowano wptyw typu warunkéw brzegowwpehbrzegu IH. Zalmono na brzegu
IH przemieszczeniowe warunki brzegowe, t.=0, zamiast zerowych nagzeniowych

warunkéw brzegowych (oznaczenie na rysunkach ,wb2")
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Rys.6. Sktadowa nagtenia o,, w funkcji zmiennej z na kradzi OF

Zauwamy, ze najwgkszy wplyw na wyniki zadania (zaréwno jakiowe jak i
liczbowe), w poréwnaniu do wynikéw zagadnienia Zlogan jednorodnym, ma zbrojenie
usytuowane zgodnie z asivalca.
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4. WNIOSKI

Materialty kompozytowe powstate przez zbrojenie i izotropowej matrycyas
obecnie powszechnie stosowane w technice ze gdugha ich p@adane wiasngi
mechaniczne. Poniewafunkcjc osnowy, 0 znacznej ggliwosci, petna zwykle zywice
syntetyczne (npzywice epoksydowe lub poliestrowe), wtoknas za najczsciej szklane,
weglowe, borowe i organiczne, to w wielu zastosowelmigych materialow w elementach
konstrukcyjnych konieczne jest uwzdhienie w modelach teoretycznych tych materiatow
relacji konstytutywnych hipersgrystasici. Pozwala to bowiem na prawidtowy, z punktu
widzenia mechaniki kontinuum, opis nie tylko znagjzniagliwosci tych materiatéw ale
takze i poprawny opis zjawisk globalnego i lokalnego bagzenia elementéw
konstrukcyjnych, co ilustrowdlny m.in. w pracy [4]. Zalat modelu teoretycznego
stosowanego w tej pracy jest prostota wyznaczeaiarpetrow materialowych relacji
konstytutywnych.  Nawet uproszczone modele anizowggh  materiatow
hiperspezystych w postaci podanej w pkt.2 pracy prowgadnp jak@ciowo poprawnych
wynikdw w zagadnieniach nieliniowych, co ilustrujgem pkt.3 przyktadami dotyezymi
zjawiska inflacji sfery i cylindra. Trzeci przykladumeryczny dotyegy sciskania walca
jest o tyle istotnyze w zadaniu tym oprécz niejednorodoiomaterialu wynikajcego, ze
zmiennej orientacji wiokien w trakcie  deformacjiala wystpuje take jego
niejednorodné¢ w konfiguracji nieodksztatconej, ktéra jest zaddmakcyjnie i zaley od
stopnia zbrojenia matrycy. W tego typu zadaniu §oreym, rozwizanie numeryczne
zadania nieliniowego w sposo6b istotny zgleod zastosowanej siatki MES i rodzaju
elementu skiczonego. Podé&fie tu zaproponowane jest ograniczone do elementéw
skonczonych z liniowymi funkcjami ksztattu w sformutonia przemieszczeniowym MES
w zadaniach przestrzennych albo plaskiego stanwszbalicenia. Zaréwno ptaski stan
napkzenia jak i zagadnienia r@sliwych, anizotropowych materiatow hipergpystych
wymagaj innego sformutowania modelu teoretycznego i jegplémentaciji w MES.
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