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MALE DRGANIA KR AZKA W RUCHOMEJ OBR ECZY ELIPTYCZNEJ

W pracy przeanalizowano mate drgania sztywnegoklar w ruchomej sztywnej
obreczy eliptycznej. Do wyprowadzenia rownaichu rozwaanego uktadu, ktéry
ma dwa stopnie swobody, zastosowano mgetadvnai Lagrange’a drugiego
rodzaju. Ze wzgbu na nieliniowy charakter réwma ruchu rozwizano
je numerycznie. Analizowano zre warunki poczkowe zadania. Wyniki
rozwigzania zilustrowano rysunkami.

SMALL VIBRATIONS OF ROLLER IN MOVING ELLIPTIC HOOP

In the paper vibrations of rigid roller in movingdliptic hoop are analysed.
Equations of motion of analysed system are deriv@dg Lagrange’s equations.
Obtained two nonlinear equations are solved nunadlsicusing “Mathematica”.
Various initial conditions are taken into accou®ome figures illustrate obtained
solutions.

1. WSTEP

Przedmiotem pracyasmate drgania sztywnegoddka w ruchomej sztywnej ofezy
eliptycznej. Korzystajc z metody rowna Lagrange’'a drugiego rodzaju wyprowadzono
nieliniowe réwnania ruchu rozwanego uktadu, ktéry ma dwa stopnie swobody. Ze
wzgledu na nieliniowy charakter rownaruchu rozwizano je numerycznie. Wyniki
rozwigzania przedstawiono na rysunkach.

2. ROWNANIA RUCHU KR AZKA W RUCHOMEJ OBR ECZY ELIPTYCZNEJ

NA SZTYWNYM PODLO ZU

Rozwaamy ukfad ztaony z cienkiego pigcienia eliptycznego o gruba powtoki e,
masie catkowite]M oraz o polosiacle i b. Wewmnstrz piecienia porusza sibez pglizgu
sztywny kazek o masie calkowitejn i promieniur. Obrcz jest w ruchu ptaskim na
chropowatym podiau, a kazek w ruchu ztaonym. W zadaniu wykluczamy pglzg
obreczy i krazka. Uklad ma dwa stopnie swobody. Do ragminia zadania zastosujemy
metod: rownax Lagrange’a drugiego rodzaju.
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Srodek Kofa
Scisle stycznego

Dane: M, m, a, b, r
M

Rys. 1. Schemat dynamicznyeay eliptycznej ze sztywnynadkiem
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Przyjmupc za wspotrzdne uogodlnione & obrotu obegczy ¢ = @(t) oraz kt obrotu
krazka 8 = 6(t) , mazemy zapisé nastpujace rownanie wizow:

a=(-bp=(5-b)p. ©=G-ne=(S-r)6 a=2(5-7), @

. . . . . . . az .
gdzie:p jest matym ktem pomgdzy promieniami krzyW|znyp=7 w polazeniu
poczatkowym pionowym i aktualnym,
6 jest malym ktem pomedzy potazeniem pocatkowym pionowym kizka a
potozeniem aktualnym,
q, orazq, s przemieszczeniamirodka elipsy isrodka knzka prostopadtymi do
aktualnych ich osi obrotu.

Krazek jest w ruchu zimonym, a kwadrat gdkosci w jego srodku O, wyznaczamy
nastpujaco:

2

L . _[a . : a’ .
V=t vy, n=0p-beo=(,-b)o vp=(p-16=(-7]0

2

v? =vi +v5 + 2v,v, cos(0 — @) = [(%— b) <p]2 + [(%2 - r) 9'] + 2)

a? a? .
+2<F—b><p(?—r> 6 cos(6 — ).
Dwa réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju zapisujeveywspoétrednych uogdélnionych
Qio:

da aEk) 0Ey v d (0Eg JEy v
dt(a(b dp + dp ’ dt \ 96 a0 + a0 ! ( )

Energt kinetyczry i potencjala ukladu opisuyj nastpujace wzory:
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a’?+2ab+5b? (a + b)? 1

]S:]O+Mb2=M ) O=M ) 2
4 4

A =me(a + b), M=pA= pre(a+b),

1,1 , 1 2
Ek_—E]s‘P +Emv +§]01a =

1 .
=852 {[Mb2(a? + 2ab + 5 b?) + 4m(a? — b*)?] ¢* + m [6 (a* — br)?6? +

+8 (a% — b?)(a® — br) 6 ¢ cos(6 — 9)]},

2 2

V=Mg(%—b> (1 —cos¢p) +mg (%—r) (1 —cos@f).

Wstawiapc wyrazenia na energikinetyczrny i potencjala (4) do réwna Lagrange’a (3)
otrzymujemy ostatecznie dwa ngsfijace nieliniowe réwnania ruchu:

1
m([4m(a2—b2)2+Mb2(a2+2ab+5b2)]¢i+

+4 (a* — b?) {Mgbsing —m (a®* —br) [ 6%sin(p — 8) + 8 cos(6 — p)|}) =0,
(5)

m

ﬁ(a2 —br)[2bg sinb + 2(a® —b?) ¢?sin(d — @) +3(a? —br)d +

+ 2 (a? — b?) ¢ cos(8 — @) = 0].

Rownania (5) rozwazujemy numerycznie pakietem Mathematica z wykoeayisim
instrukcji NDSolve. Do oblicze przyjmujemy naspujace dane liczboweM = 100 kg,
m=50kg, a=10m, b=5m, r=2m, g = 9,81 m/s?. Zadanie rozwizano przy
réznych warunkach poatkowych obeczy i krazka. Na rysunkach 2 — 7 przedstawiono
niektére wykresy uzyskane na podstawie oblicMa rysunku 2 pokazano przemieszczenia
katowe @(t) i 6(t) obrczy i krazka w czasie od zera do 30 sekund, przy warunkach
pocatkowych: ¢ (0) = 0, ¢(0) = 0 #(0) = /30 oraz6(0) = 0. Rysunek 3 przedstawia
trajektorie lgtow 6 i ¢ przy takich samych warunkach patkowych. W przypadku gdy
©(0) =m/30, ¢(0)=0, #(0)=0 i 6(0)=0 pokazano portrety fazowe we
wspotrzdnych ¢ i 6 (rysunek 4) oraz wspokdnych 6 i ¢ (rysunek 5). Dwa ostatnie
wykresy wykonano przy warunkach patkowych: ¢(0) = /30, ¢(0) =0, 6(0) =
m/20 oraz 6(0) = 0. Rysunek 6 przedstawia portret fazowy we wsgdinych ¢ i ¢,
natomiast na rysunku 7 pokazano portret fazowy spdlvadnyché i 6.
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Rys. 2. Przebiegi w czasigtéaw 6 i ¢ w czasie 30 sekund przy warunkach gteavych
©(0) =0, (0) = 06(0) = /30 orazf(0) = 0
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Rys. 3. Trajektoriadtow ¢ i 8 w czasie 30 sekund przy warunkach ptacavych
©(0) =0, »(0) = 06(0) = /30 orazf(0) = 0

A

Rys. 4. Portret fazowy we wsp@hinyche i 6 przy warunkach pogtkowych
@(0) = /30, ¢(0) =0,0(0) =0i6(0) =0
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Rys. 5. Portret fazowy we wsp@linychf i ¢ przy warunkach poatkowych
@(0) = /30, ¢(0) =0,0(0) =0i6(0) =0
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Rys. 6. Portret fazowy we wsp@linyche i ¢ przy warunkach pogtkowych
(0) =m/30, ¢(0) = 0,0(0) = /20 orazd(0) = 0

Rys. 7. Portret fazowy we wsp@uinyché i § przy warunkach poatkowych
¢(0) = 1/30, (0) = 0,0(0) = w/20 orazf(0) = 0



2304 Wactaw SZCHRIAK, Magdalena ATAMAN

3. WNIOSKI

W przeciwigistwie do matych drgasztywnego walca eliptycznego, walca ostabionego
otworem oraz kizka z otworem, przeanalizowanych w pracy [7], w pegku sztywnego
krazka w ruchomej sztywnej olrzy eliptycznej nie istniejéciste rozwizanie analityczne.
Rozwaany w tej pracy ukiad skladgjy sk z ruchomej ohgczy eliptycznej z kyzkiem ma
dwa stopnie swobody, a jego réwnania ruchunigliniowe. Z tego wzgdu rozwizanie
wyprowadzonych réwnamozliwe jest jedynie na drodze numeryczne.
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