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DRGANIA BELKI NA DWUPARAMETROWYM PODLO ZU SPREZYSTYM

Praca dotyczy wyznaczania dvgdelki na dwuparametrowym podto sprezystym
obcigzonej symetrycznie dwiema sitami przgoymi w sposéb nagly oraz dwoma
impulsami.

VIBRATION OF BEAM WITH TWO-PARAMETER ELASTIC FOUNDA TION

This paper presents method to obtain vibrationbedm with two-parameter elastic
foundation under symmetric dynamic loading.

1. WSTEP

Rozpatrzmy bellk spoczywaica na dwuparametrowym podio spezystym o wezach
dwustronnych. Zaktadamy,ze znana jest masa belki, sztywoo podiaza oraz
przyjmujemy,ze dziatajce sity 8 bezmasowe a podie jest nieinercyjne.

Na Rys. 1. pokazano rozpatrywsamelke, ktdra z pewnym przyblieniem mana
traktowd, jako uproszczony model podktadu kolejowego, nanktpdsrednio dziateg
gwattownie przylaone sity skupione.

Przyjety model podtaa jest opisany rownaniem (por. [1]):

a%w
=kw-k,—, 1
pP=K 252 (1)

gdzie w jest przemieszczeniem, ka, k, oznacza sztywndci odpowiednich warstw i

wyrazone @ w jednostkach odpowiedni%ﬁz} , [N] .
m
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PH(t-to) PH(t-to)

Rys.1. Schemat analizowanej konstrukcji
2. ROWNANIE RO ZNICZKOWE

Réwnanie raniczkowe drga belki o statej sztywniwi EJ spoczywajcej na podtau
Sprzystym jest postaci:

a*w °w 9w
EJW—4+k1W‘k2W+,Uat—ZZQ(X’t)- (2)

w ktdrej i jest g:stascia masy belki na jednosgidiugasci.
Niech w chwili t; w punktach o wspéterinych (xo) i (I —xo) zostan nagle przytaone
do belki sity bezmasow® . Obchzenie to mana zapisé nastpujaco:

a(xt) = PH(t~to)lolx o) + alx -1+ )], ©)

gdzie: H - funkcja Heaviside’a,
0 - dystrybucja Diraca.

Wprowadzajc wspotrzdna bezwymiarow & zl—x réwnanie (2) zapisujemy w postaci:

a*w a%w ~ 02w PI®
a—#‘ZVF““KzW*/“‘F25[5(5‘50)““5(5‘(1‘50))]“(t‘to)a (4)

w ktdrej wprowadzono nagiujace, bezwymiarowe wspoétczynniki:
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2 4 A 4
-kel® K2 B R Ly L lszl. (5)
EJ EJ EJ

Szukamy ugicia przyt >t,, tj. wtedy, gdyH (t —to) =1. W tym przypadku rownanie (4)
zapisujemy nagpujaco:

64W_ 62W 2 "462W_P|3 _ i
et 2 282 w+ o8 3(E-&)+a(E-(1-&)) (6)

Rozwigzanie tego réwnania przy jednorodnych warunkactzgikowych

W(E,to)=0, %_\;V(f,to)

0 @)

przewidujemy w postaci
W& ) =wy(€) +wy (&), (8)

w ktorej w; jest catly szczegdla bedaca rozwiazaniem réwnania (por. [2,3]):

diw, _ d?w, _PI®
R R GG el ) O

Post& rozwiazania powyszego réwnania zatg od wartdci wspotczynnikbwy i « .
Pierwiastki rownania charakterystycznego rownaf)as{ rowne:

F1o54 = £\ VEJY —K7 . (10)

Poniewa wspotczynniki y =20, «=0, to mamy pi¢ przypadkdéw i pi¢ postaci
rozwigzania jednorodnego réwnania (9), a mianowicie:
1. przy y? > k2 >0 otrzymujemy réwnanie ugtia w postaci:

wy, = Cyeh(aé)+C,shag) + Cach(B8) + Cysh(5€), (11)

w ktorej

a=\y+y -k, B=\y-\y’-«*. (12)

2. przy y? <«?, otrzymujemy
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Wy = Clch(gf)cos(lyg‘ ) + Czch(sf )sin(n{ ) + Cssh(sf )cos(n{ ) + C4sl"(££)sin(/7{ ) , (13)

gdzie
g:% K+y, /7=% K-V, (14)
3. przy k =0, a= \/Z_y ,  B=0, arozwiazaniem rownania thiczkowego jest
funkcja
Wy = Clch(af)+ Czsl*(af)+ C;+C,aé . (15)
4. przy y? = k2, otrzymujemy
a=p=y (16)
oraz

Wy, = Ciehlyyé J+ Cyshlyye)+ &y |caenlyve)+ coshlyye) 17)

5. dla y =0 mamy nasfpujaca funkcje wy

= Ee ol £ cof o e

: (18)
K || |k K K
+Cgch =€ |sin [ =& |+C,sh ,|=¢ |cos .| —
o
Catka wy ({ ,t) jest rozwizaniem réwnania:
4 2 Y
9 ! _2,0 M+ k2w j1 0y g (19)
& o0&

Przedstawiaic rozwihzanie réwnania (19) w postaci iloczynu funkcji zmiej
przestrzennejw, ({) i funkcji zmiennej czaSlF(t)

wq (&,t) = w, () CF () (20)
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otrzymujemy nasgpujace dwa réwnania:
wh (&)-2y w! +(/(2 —A“)W =0 (21)
p p p

oraz
d’F
——+a’F =0, 22
e (22)
przy czym bezwymiarowy wspétczynnik wyrazamy wzorem
ul? 3
A4=Ea12=/l4a)2>0. (23)

Czstasci drgan whlasnych «) znajdziemy z rozwizania rownania (21). Pierwiastki
réwnania charakterystycznego tego rownanigds/ne

S PN (24)

Rozpatrzmy nagpujace przypadki:
a) 2>k2>2
Rozwigzanie réwnania (21) zapisujemy ngsijaco:
w, = Cich(@é) + C,sh(a¢) + Cichl3é )+ Cste), (25)

w ktérym teraz oznaczono

Gyl er -kt By ert-i?, (26)

b) «?<A*
W, = Cich(@é)+ C,sha@é) + C; cod B )+ ¢, sin(3é), 27)

gdzie

Bv-y+ly? + 12 (28)
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c) k2> 2+ A
Wy, = C,ch(&€)cod3é)+ C,ch(88)sin(¢) + Cosh(é€)codfé) + C shE)sin(5),  (29)

gdzie

ézﬂ J2=24)+y, /7=£ k2= -y, (30)

Wykorzystupc nas¢pujace warunki brzegowe:
M(0)=M(@)=0czyli w'(0)=w'(1)=0, (31)
T(0)=T()=0czyli w'(0)=w"(1)=0. (32)

otrzymamy jednorodny algebraiczny uktad rowm wyznaczenia statyc@,, C,, C;,C,.
Z przyréwnania do zera wyznacznika gtéwnego tedadik otrzymujemy ogstcsci drgai
wtasnycha oraz funkcje W’rasnewpi ({) .

Rozwigzaniem rownania (22xgunkcije:

Fat) = A, codag,t ~to)] + B, sinfat —to)] (33)

Po wykorzystaniu warunkéw pogikowych (7), rozwazanie zagadnienia przedstawiamy w
postaci

W) =ws(e)+ S (O)F () prayizte. (39

3. WYZNACZENIE FUNKCJI  w(¢)

Przyjmujc, ze spelniona jest nieréwibd y?>k? oraz wykorzystujc symetré
zagadnienia funkejugiecia zapisujemy nagpujaco:

w; = Cich(aé)+Cyshaé) +Coeh(B8)+ C,sh(B€) dla 0<é<4, :Iﬁ
W, = . (35)
W, = Csch(aé)+Cesh(aé)+C,ch(B8)+ Cesh(BE) dla & <é< L
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State wyznaczamy z warunkéw brzegowych i warunkiégtosci w postaci:
EJ ,
M, (0)=-—-v4(0)=0 (36)
EJ .
1.(0)=-—5-w(0)=0, (37)
Wi (&) =w, (&), (38)
V‘é(fo)zv‘/z(fo)’ (39)
M1(&)=Mo(&) czyli wi&)=ws(&), (40)
_ - vc\_ PI®
Tl({o)_Tz( o)— P czyli Wz( 0)_\"4’(50)—5, (41)
1
WZ[E) = 0, (42)
1) _EJ (1.
TZ(EJ_ 3 vx/z(zj 0 (43)

Poniewa wzory na te staleasbardzo rozbudowane, wyznaczanie drgktadu naley

przeprowadzana przyktadach liczbowych.

4. DZIALANIE IMPULSU

Rozpatrzmy dziatanie 2 impulséw przgemych w chwili t; na belk w sposéb

symetryczny (por. Rys. 2.).

Drgania wywotane dwoma impulsami pma otrzyma korzystajc z nastpujacego wzoru:

Kk _ Kow

Pt

w ktérym impulsK = lim PAt, = const
Aty -0

(44)
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Kd (t-to) Kd (t-to)

1435

I=2500 mm

Rys. 2.Schemat belki obgbnej impulsami
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