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drgania kizka wewntrz powtoki walca eliptycznego
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DRGANIA WEASNE SZTYWNEGO CYLINDRA ELIPTYCZNEGO

W pracy przeanalizowano drgania wlasne pelnego,ywsmgo walca
eliptycznego na sztywnym patilooraz walca eliptycznego z aktym otworem.
Rozwaano rownie¢ male drgania sztywnego d¢ka wewnmtrz sztywnej powioki
w ksztalcie cylindra eliptycznego. Wyznaczono rdwaauchu matych drga
wlasnych tych ukfadéw, okieno czstasci kotowe i okresy drga
Do wyprowadzenia réwniazastosowano metedachowania energii mechanicznej,
jako najbardziej skuteczni szybl w takich zadaniach. W Kou opracowania
omowiono ruch cylindra eliptycznego po réwni poepyt

FREE VIBRATIONS OF RIGID CYLINDROID

In the paper free vibrations of rigid cylindroid dhe rigid horizontal surface
and cylindroid with circular hole are analysed. Yations of rigid pulley
in cylindroid shell is considered also. Equationf motion of analysed systems
are derived using the method of conservation ofhaeical energy. This method
is the most efficient for solving such problemsth&tend of the paper Plane motion
of cylindroid on inclined plane is presented.

1. WSTEP

Elipsa i elipsoida maj szczegdlne znaczenie i zastosowanie w szerokomiane]
mechanice teoretycznej i technicznej. Takieepiaj jak elipsa i elipsoida bezwiadio,
elipsoida napyzen czy odksztalcg rownanie castkowe typu eliptycznegoaszawsze
zwiazane z elips lub elipsoid. Przedmiotem rozwan w niniejszej pracy & drgania
wlasne pelnego, sztywnego walca eliptycznego nansstm podiau rys.1. Walec mee
mie¢ rowniez okragly otwor — inkluzg jak na rysunku 2.

Rozwaymy réwniez male drgania sztywnego dgka wewntrz sztywnej powtoki
w ksztalcie cylindra eliptycznego. W pracy wyznatgyrownania ruchu matych drfja
whasnych tych uktaddéw, okébmy czestasci kotowe i okresy drga Zastosujemy meted
zachowania energii mechanicznej, jako najbardkigjexzrn i szybky w takich zadaniach.
W koncu opracowania wskamy na drgania wymuszone, przytaazajéwnania ruchu
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w dwoéch zadaniach. Praca jest malym fragmentem coprnia ksizkowego
W. Szczéniaka, pt. ,Dynamika teoretyczna dla dociekliwy@d@WPW, Warszawa 2010.
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Rys. 1. Schemat dynamiczny sztywnego walca eliygyoza sztywnym podtg
mate drgania wlasne dookota péemia rownowagi statycznej
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Rys.2. Mate drgania walca eliptycznego z otworefavpm
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Rys. 3. Mate drgania sztywnegaita wewmtrz sztywnej powtoki walca eliptycznego
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2. DRGANIA WEASNE SZTYWNEGO, PELNEGO WALCA

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1, walec eliptyco masie catkowitejM
i potosiach odpowiednio wkszej i mniejszeja i b spoczywa na chropowatej poziomej
ptaszczynie. Celem naszym w tym rozdzialedzie wyznaczenie estcsci kotowej walca
i okresu matych drgawtasnych dookota pof@nia rownowagi statycznej. Zaktadamy brak
paslizgu walca wzgidem nieodksztalcalnego, chropowatego, poziomegdopadElipsa
jako sptaszczone koto jest zEniem czterech wycinkéw odgow scisle stycznych jak na

2 2
rysunku 4. Okggi maj promienie dwa vgkszep, = % oraz dwa mniejszgg = %. Walec

eliptyczny jest w ruchu ptaskim, a je§gmdek O, przy matych drganiach przemieszcza si
po okrkgu o0 promieniyg — b. Interpretaci geometryczs promienip, orazpg pokazano
na rysunku 6. Zatem zgodnie z oznaczeniami na kgsiumb5 i 6srodek masy walca jest
w matym chwilowym ruchu obrotowym dookota punk®y opisanym wspotaing
uogélniors ¢ = @(t). Masowy moment bezwtadém walca wzgédem osi prostopadtej do
rysunku i przechodcej przezsrodek masy elipsy O, w przypadku matych drgaozna
przyja¢, ze nie zaley od wspotrzdnej uogolnionejp. Zatem, momenty bezwladse
wzgledem osi prostopadtych do rysunku 1 oraz przecimah przez punkty O i S, ktory
jest chwilowymsrodkiem obrotu wynosgzodpowiednio:

a®+b?
4

Jo=M , Js=Jo+Mb? =7 M (a?+5Db?). @)

W przypadku matych drga dookota potaenia rownowagi statycznej walca, energia
kinetyczna i potencjalna w funkcjata ¢ = ¢(t) wynosz odpowiednio:

1 oy 1 a®+5b*
Ek=§]s(<,0) =§MT (@)*, o =0,
2
b2
E,=V=Mg(pg—Db)(1—cosep), pp =

Celem znalezienia réwnania ruchu zastosujemy kiasymetod: energetycza Mamy,
zatem:

a’® +5b?
4

<

d d 1
77 Gt V) =0, E[E (¢)2+Mg(ps—b)(1—605<p)]=0.

2

a
(a2+5b2)¢+4g(g—b>sin<p] =0, sinpg=¢, ¢=*0,

. 4g(a?-p%) 2 _ 4g(a®-b?) _ g (a?2-b2)
¢+ ba2+507) P T 0, W = @25 p?)’ w=2 b(a?+5 b2)’
_2m _ b(a%+5 b2) _ 1 _ 1 g (a®-b2?)

T= 0 T[\ g (a2-b2)’ f= T = \’b(a2+5b2)'

®3)
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a=10cm

pa=2.5¢cm
pg=20cm

a?

Rys. 4. Elipsa i jej cztery algi scisle styczne o promieniach odpowiedpjp= -
2

b
oraz pg = —
Sy
pg—b
ps—b ®
h = (pg — b)(1 - cosy)
V'=mg(pg — b)(1 - cosy)
04 h
(0]

Rys. 5. Wspéterina uogolnionap = ¢(t) oraz wysoké&' h w wyrgeniu na energi
potencjalry

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 7 gasty schemat mas skupionych w walcu
eliptycznym do wyznaczenia dowolnego masowego mdandezwladnéci sktada s

Z pieciu mas skupionych. Zatem, alternatywnie momentgwiadndci J, oraz Jg
wyznaczamy z dyskretnego schematugastego w nagpujacy sposoéb:

a?+ b2
4

2 2
, Js=Jo+ M bP= M

]o=2%a2+2%b2=M (4)
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Rys. 6. Interpretacja geometryczna promieni= % orazpg = b;
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Rys. 7. Interpretacja zagiczego masowego momentu bezwiadmodelowanego
masami dyskretnymi

3. MALE DRGANIA WEASNE KR AZKA | WALCA ELIPTYCZNEGO
Z OTWORAMI KOLOWYMI

W tym rozdziale, w pierwszej kolejéc rozwazymy mate drgania wlasne sztywnego
krazka o gstdsci masyp, masie catkowiteM i promieniuR. W krazku, jak na rysunku 8,
wycicto otwor kotowy o promieniug. Krazek ustawiono na poziomej, chropowatej
podiodze w taki sposOlye otwédr znajduje siw jego gérnym potzeniu réwnowagi
statycznej. Zgodnie z oznaczeniami na rysunku @s@otrzdng uogdlniory przyjmujemy
maty kat obrotu kazka ¢ = ¢@(t). Wykluczamy pélizg krazka o sztywne, chropowate
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podiaze. W pierwszej kolejriei zatazymy, ze caly kazek jest wypetniony maso gzstcsci

p. Zadanie rozwizujemy metod energetycza Energia kinetyczna, energia potencjalna,
odpowiednie momenty bezwtadimd oraz réwnanie ruchu kika z wycktym otworem g
nastpujace:

R? 1 1 3
M =pmR?, m=pn_-, m=ZM. ]s(M)ZE MR? + MR2=§MR2,
m 1 R2+ R+R>2_19 rz = 12 g2
s =My m( 2) “ M T MR

S(zotwor.)zzMRz_l_z M R2=§ M R?, ¢ #0, sing =g,

(6)

E. =22 M R?(¢)?, V:Ep:MgR—mg(R+%RCOS(p),

T 232

4 — 29 p2 o g N o—
dt(Ek-l-V)—O o (32R ¢ + 8<p)<p—0,

.. 4 2m 29R
¢+ weo=0, 0?=-2, w=2 L, T="=qg |—
29R 29R w g
g M =pnR?
0, m=pnB2
m 4
R R m=lM
(0}
M-m=>M
gl M-m P 4
R
Dane:p, R, g
S|

Rys. 8. Sztywny &fek z otworem kotowym o promieﬁ;iu

0=7?
R
gl 2
0
NG
R
[e}
h 1
R h=R(1 +§cos<p)
S

Rys. 9. Wspéterina uogolnionap = ¢(t) okrelajgca jednoznacznie mate drgania wiasne
krazka
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Zajmiemy s¢ teraz jednorodnym, sztywnym walcem eliptycznym d@opiacha i b,
gestasci masyp | masie calkowiteM. Zgodnie z rysunkiem 10 w walcu wyty jest otwor
0 promieniulz—’. Postpujac identycznie jak w przypadkudika z wycktym otworem, majc
na uwadze mate drgania walca, co w konsekwencjvadai do wykorzystania wiaséo
kofa scisle stycznego o promieniu krzywiznyg = b, r = % b, zapisujemy nasgpujace
réwnania:

1 b
o — 2—— 2: —_—
M=pmab, m=pnr —4pnb M4a'

1 1 b% 9b?
m) _ — 2 2 I T
S —4M(a+5b)+m<24+4>,

1 R? R\* 19 19
(m) 2 2
=-m— R —) =—mR°"=— M R?,
Is 2m4+m( +2 8m 32

twor) _ M 19 b3 1 twor.) ¢ - ; i
ézowor):Z(a2+ SbZ—W), EkZEjézowor)((p)zl @ #0, sing =g,

Eo=2 (a2+ 50722 (9)? =284 +40ab? —195%) ()%, (6)

8a

2 2

a a 3b
V+E,=Mg F_b (1=cosgp)—mg B2 (1—cosg) =
8a3-2a? b-8ab%+3 b3
:Mg( sab * ):

4g 8a®— 2a*b—8ab?+3b3
b 8as3+40ab?—-19b3

)

d(E+V) 0 2
- = Py =
dt-k @

.. g 8a3-2a?b-8ab2+3 b3 21 b a3+40ab%2-19 b3
¢+ wie=0, w=2 [ - > —, T===7 |- — — -
b 8a*+40ab4“-19b w g 8a®*—2a“b-8ab“+3b

- =7

S M-m

Rys. 10. Walec eliptyczny z watgm otworem o promienici= b/2
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Poprawné¢ ostatnich wzoréw (6) tatwo sprawdzina przyktad w przypadku eztcici
kotowej w, w wyniku przejcia granicznegax = b = R. Otrzymujemy wtedy G&tos¢
kotows jak w przypadku kizka z wycktym otworem:

8a3-2a?b-8ab%+3 b3 8-2-8+3
w=2 |2 - = =2 2 == L. 7
b 8a3+40ab2-19b R 8+40-19 29R
¢ =9

Rys. 11. Wspotezina uogélnionap = ¢(t) okreslajgca jednoznacznie mate drgania
whasne walca

4. MALE DRGANIA KR AZKA W POWLOCE O KSZTALCIE WALCA
ELIPTYCZNEGO
Ostatnim przykladem w zakresie malych drgbedzie sztywny kizek o masie
calkowitej m i promieniur wykonujcy mate drgania w chropowatej, sztywnej powtoce o
ksztatcie walca cylindrycznego o pétosiactorazb pokazanego na rysunku 12. Réwnie
i tutaj zatwymy, ze przy matych drganiach daka, ktory jest w ruchu ptaskim, jego ruch
odbywa st po kolescisle stycznym o promienipg = %2 bez palizgu. Wykorzystujc

metod: energetycza i identyczny sposob pagtowania jak w zadaniach poprzednich
mozemy napisé

llz_ 2
st (- 0) @t i Bl e 2 (- '
Vzmg(é—r) (1 —cose), %(Ek+ V) =0,
3 2

[Em(§—r)¢i +mg(%2—r)sin<p]<p=0, @+0, sinpg=¢, (8)

P+ w?p=0,
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Rys. 12. Maly ruch ktka wewmtrz powtoki w ksztatcie walca eliptycznego

W przypadku matych drgasztywnej, jednorodnej kuli o masie catkowitej i promieniu
r, w takim samym walcu eliptycznym, jej okres drgetasnych wynosi:

aZ
2n 7(5-7)

13) 59

9)(

5. RUCH WALCA ELIPTYCZNEGO PO ROWNI POCHYLEJ

Rozwamy teraz ruch pelnego walca eliptycznego o masikkoedtej M oraz
o0 potosiacha i b bedacego na chropowatej réwni pochytej gcle nachylenia do poziomu
a. Pocatkowa pozycja walca (cia ¢ w potazeniu pionowym) pokazana jest na rysunku
13. Walec uwolniony z tej pozycji zacznig staczéd w doét z nieznanym przyspieszeniem
katowym ¢, ktére naley wyznaczy.

\Jsﬁ

brak poslizgu Dane: M, a, b, a, 9

e=7?

Rys. 13. Schemat dynamiczny walca eliptyczneg6wai pochytej w poezkowej fazie
ruchu ptaskiego
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W rozwiazaniu zadania korzystamy ze standardowej postamivgprzachowania ktu
(momentu pdu):

Jse=Mgr. (20)
Ze wzgkdu na geometgizadania wyznaczenie wield@ r i ¢ wymaga skomplikowanych

przeksztalcé z zastosowaniem twierdze wtasndciach elipsy. Z uwagi na to, w pracy
przytaczamy ostateczny wzOr na przyspieszenie

_Mgr _ 4gb? sina a? (cosa)? + b2 (sina)z' (11)

Js 5[a* (cosa)?+ b* (sina)? |+ a? b2

&

Przy a=b =R, na réwni mamy kizek, a z odpowiedzi (11), w wyniku przeja

granicznego, otrzymujemy = 2935;““, tak jak by powinno.

6. WNIOSKI

W przypadku matych drgazaréwno sztywnego walca eliptycznego, sztywneglzava
ostabionego otworem, sztywnegoakka ostabionego otworem, ddka w nieruchomej
sztywnej obgczy eliptycznej istniej ciste rozwizania analityczne. Zadania stangwi
wstepna analiz do bada uktadu koto — nawierzchnia komunikacyjna.
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