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Prezentowana jest efektywna metoda wyznaczaniandanggo stacjonarnego ruchu
cieczy lepkiej w obszarach o skomplikowanych Kkszfat Do rozwizywania dwu-
i trojwymiarowych zagadnie dla rowna: Naviera-Stokesa zapisanych w zmiennych
pierwotnych zostata zastosowana metoda sztuszisjvosci na siatkach kartezjskich.
Zostaly zaproponowane dwa numeryczne podej- oparte na wykorzystaniu metody
prostych w paiczeniu z przeniesieniem wszystkich zmiennych zicg@szarow do
najblizszych wztéw réwnomiernych siatek obliczeniowych. Prezeatmwv g wyniki
testowych oblicze numerycznych dla s&®u zagebier z jedmy poruszagcq Sie scianky:
kwadratowego, poOtkwadratowego, potkolistego, scie@nego, poiszeiennego
i pétkulistego - poréwnane z wynikami dgstymi w literaturze i symulacjami wykonanymi
za pomog programu Fluent.

SOLUTIONS OF STEADY INCOMPRESSIBLE NAVIER-STOKES EQ UATIONS
FOR TWO- AND THREE-DIMENSIONAL SHEAR-DRIVEN CAVITY FLOWS

An efficient method for simulating steady lamindows in complex geometries
is presented. The artificial compressibility methwds applied to solve two- and three-
dimensional Navier-Stokes equations in primitivaialdes on Cartesian grids. Two
numerical approaches were proposed in this workickvlare based on the method of lines
process in conjunction with transfer of all the iadles from the boundaries to the nearest
uniform grid knots. Some test numerical calculagidor flows in square, half-square,
semicircular, cubic, half-cubic and hemisphere tiasiwith one uniform moving wall were
reported. The present results were compared wighaailable data in the literature and
the Fluent solver numerical simulations.
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1. WSTEP

Komputerowa symulacja przeplywéw cieczy lepkiej tjesbecnie obszarem
intensywnych badanaukowych, gdy wiele rzeczywistych probleméw wystujacych w
aerodynamice niskich gikosci oraz hydrodynamice me by opisanych réwnaniami
Naviera-Stokesa przy zadeniu statej lepk&i ptynu. Tak wéc, niezmiennie aigle jest
obserwowany rozwéj zaawansowanych metod rgzywania zagadnie wyznaczania
ruchu cieczy lepkiej, charakteryaajych sé duza efektywndcia i doktadndgcia.

Fundamentaln trudndcia pojawiapca Sie przy rozwazywaniu réwna Naviera-
Stokesa zapisanych w zmiennych pierwotnych jesk lpachodnej wzgdem czasu
w rownaniu cagtosci, co ogranicza zastosowanie numerycznych metapddeedniego
calkowania w czasie. W konsekwencji, powstaasadnicze truddoi w okresleniu
sprzzenia zmian pola pdkosci ze zmianami pola @nienia przy jednoczesnym
zachowaniu w trakcie oblicaenumerycznych warunku spetnienia réwnaniagimsci.
Wieksza¢ opracowanych metod numerycznych przeznaczonycbdeiazywania réwna
Naviera-Stokesa wymaga roz&ywania réwnania Poissona dldrgenia na kadym kroku
czasowym, co stanowi najgkiszy cze$¢ czasu oblicz& numerycznych. Dla zwkszenia
efektywnaci i zakresu zastosowatechnik komputerowych do symulacji numerycznej
inzynierskich zagadnie przeptywowych, jest padane wykorzystanie innych, mniej
czasochtonych metod numerycznych, cestygh s¢ pozadars dokladndcia. Metoda
sztucznejicisliwosci, w ktorej unika si rozwiagzywania réwnania Poissona dl&rienia,
wydaje s¢ by¢ jedm z takich metod.

Mozna aktualnie stwierdgj ze techniki komputerowej mechaniki ptynéw oferuj
rozmaite algorytmy, ktére w coraz to akszym stopniu mag by¢ zastosowane do
szerokiego zakresu praktycznych zagafiniezynierskich w coraz to bardziej
skomplikowanych geometriach. Z tego powodu - pomifaktu, ze siatki strukturalne i
niestrukturalne dyskretyzacji obszaréavszeroko wykorzystywane w tych zastosowaniach
- potrzeba rozwijania doktadnych i efektywnych geterow innego rodzaju siatek jest
jednake chgle istotna.

W wigkszaici zagadnié przeptywowych o praktycznym znaczeniu veystie jedna lub
wiele stref recyrkulacyjnych, powodige znaczne zwkszenie trudnéci wykonywania
symulacji numerycznych o zadowale¢j doktadnéci. Modele numeryczne umliwiajace
wyznaczanie takich przeplywow z dudoktadndcia sa ciagle potrzebne. Algorytmy
obliczeniowe, oparte zwykle na dyskretyzacji obémametodami ohjtosci skaiczonych,
elementow skaczonych lub rénic skaiczonych, nie pozwalajna uzyskanie rozwzania
doktadnego, gdy wprowadzaj matematyczne i numeryczne niedokfagnoTak wic,
uzyskane ostateczne rozag@nie zawiera rinego rodzaju kily i niezldne jest testowanie
oraz weryfikowanie modelu matematycznego przez jeg@dwnanie z wynikami bada
eksperymentalnych lub wynikami innych obliaasumerycznych.

Artykut zostat podzielony na @é rozdziatéw, z ktérych pierwszy jest wprowadzeniem,
drugi - zawiera og6lne sformutowanie metody szteg¢Znisliwosci. W rozdziale trzecim
omawiane g szczegOty oblicze numerycznych, czwarty jest p@iecony podsumowaniu
wczesniej wykonywanych oblicze numerycznych i prezentacji nowych wynikéw.
Konkluzje zebrane zostaly w rozdzialetyim.
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2. METODA SZTUCZNEJ SCISLIWO SCI

Metoda sztucznefcisliwosci polega na dodaniu do réwnaniaagibsci pochodnej
cisnienia wzgédem czasu. W konsekwencji, rownania opisgjruch cieczy lepkiej mma
zapis& we wspotrzdnych kartezjaskich w nasipujacej postaci bezwymiarowej [1-3]:

9p 10V _
ot Tpox
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gdzieV;, s skladowymi wektora gdkosci, p jest cénieniem, Re - liczip Reynoldsaf3 >0
- parametrem charakteryagym sztucza scisliwo$¢.

Rezultaty obliczé poérednich dla tak sformutowanego wariantu metody cztej
scisliwoséci nie maj fizykalnego znaczenia, poniewgostulat zachowania masy jest
spetniony dopiero dla stanu ustalonego. Jest jegnaialive rozwazanie ciagltych zmian
czasu fizycznego. Roéwnania ruchu cieczy lepkiejastsie w ten spos6b réwnaniami o
charakterze hiperbolicznym z pseudér@niowymi falami propagowanymi ze siezora
predkoscia. Parametr sztucznegisliwosci 3 reprezentuje sztucznpredkosé dzwigku i
wplywa na globalne przyspieszenie zmesci procesu iteracyjnego. Poprzez wykonanie
szeregu eksperymentéw numerycznych najkorzystriejekazato s przyjecie tego
parametru z przedziah = 08+1, takie state wart@i 3 zadawane jako niezmienne w

calym obszarze rozwanego przeptywu.

Fizyczne warunki brzegowe dla rownauchu cieczy lepkiej (1) w zmiennych
pierwotnych wyraaja nieprzenikalné oraz brak pélizgu na sciankach ciat statych.
Cisnienie nie jest zwykle zadawane na brzegu lecz gkstslane z réwna zachowania
momentu pdu i maze by ustalone wydcznie w jednym punkcie obszaru.

3. METODOLOGIA OBLICZE N NUMERYCZNYCH

Proponowaa technily obliczen numerycznych jest metoda prostych [4,5]. Ukiad
rowna rozniczkowych czstkowych (1) jest przeksztalcany do zagadnieniagkowego
dla ukladu rowna rézniczkowych zwyczajnych poprzez dyskretyzacjvszystkich
pochodnych wzgldem zmiennych przestrzennycitinie z warunkami brzegowymi dla
pochodnej d@nienia za pomag ilorazéw ré&nicowych drugiego rdu. W ten sposob
uzyskujemy uktad réwnarézniczkowych zwyczajnych w postaci ogélnej

du _
TGeEFW), @

gdzie U =[p,\/i]T jest wektorem zmiennych zaleych, F - operatorem riniczkowania
przestrzennego.
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Metoda prostych ma wiele zalet, $pid ktérych jako najwaniejsza mozna wymiené
ominigcie koniecznéci linearyzacji czton6w nieliniowych, ponadto zagemtowane $
uniwersalné¢ i prostota kodéw numerycznych. Niektére ograniczetej metody s
zwigzane ze sztywrigia rowna rézniczkowych zwyczajnych i mdiwoscia wystpienia
niekiedy niestabilnosci numerycznych.

Otrzymany uktad réwna rézniczkowych zwyczajnych (2) nie by catkowany
numerycznie z wykorzystaniem wielu istnigych metod. Ewolucja rozezania do stanu
ustalonego ruchu cieczy lepkiej mm by bardzo efektywnie ogjnicta jednokrokow
metody predyktor-korektor wstecznegozriczkowania [6, 7]

u®=u, +4tF(U,),

(a*D) @ ()
Uy =U +4tF (Unﬂ) (=01..)
lub tez metod, Galerkina-Rungego-Kutty trzeciegogdai [8]
u®=u,+4tF(U,),
@ -3 1, 0,1 a
U@ =3u,+2u®+2atF(U®), @)
— 1 2 (2) 2 )
U =3U,+2U@+2at F(U®).

Zaproponowana zostata rowniepraktyczna metodologia rozamywania rowna
Naviera-Stokesa w obszarach o skomplikowanych gegomnie ksztaltach.
Krzywoliniowe brzegi potkola lub pétkuli as aproksymowane prostoliniowymi
krawedziami lub przektnymi laczacymi kolejne wierzchotki réwnomiernej siatki,
najblizszymi do linii bocznych zagbien (rys. 1). W ten sposéb warunki brzegowe
postawione na krzywoliniowych brzegach przeniesione w obszarze fizycznym do
najblizszych weztéw regularnej siatki o takich samych oczkach vezystkich kierunkach.
Zastosowana metodologia ma liczne zalety, w szdmeggd prosty i efektywny sposéb
generowania siatki oraz omégie probleméw zwizanych ze skanoscia siatki.

E ~ | ‘
I,

| k
Rys. 1. Przykiady aproksymaciji krzywoliniowychi lmzegowych

4. WYNIKI SYMULACJI NUMERYCZNYCH

Zagadnienia ruchu cieczy lepkiej w zéukniach z gérip poruszajca sie scianka map.
wazne znaczenie poniewamazna znalé¢ szereg przykladow przemystowych adlzen,
w ktorych tego rodzaju przeptywy i struktury odgejw zasadnicz role. Zainteresowanie
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przeptywami w zagbieniach jest spowodowane f&k ich prost geometri oraz
warunkami brzegowymi typu Dirichleta. Jednakwewrtrz zagtbien fizyka przeptywow
nie jest prosta. M w nich wysgpowa jednoczénie kilka charakterystycznych cech
przeptywu, ktére ogsto wystpuja w procesach przemystowych - takie jak warstwy
przyscienne, wiry réanych rozmiarbw i rozmaite niestabikw. Ponadto rezultaty
numeryczne dla zaghien tréjwymiarowych nie s liczne. W odrénieniu od zagadnie
dwuwymiarowych, przeptywy w zaghieniach tréjwymiarowych a bogate w
skomplikowane zjawiska fizyczne. Zasadniczym jedeakozpowszechnienie esibada
takich przeptywéw jest spowodowane ich przeznaeanjako zagadnie modelowych,
przeznaczone do testowania opracowywanych metoderyeanych do symulacji ruchu
cieczy lepkiej. Sid tez, intensywne numeryczne badania takich zagadsie ciagle
prowadzone.

Opro6cz nowych wynikéw, w tym rozdziale prezentowamedwniez takze rezultaty
wczesniejszych obliczé numerycznych [9] - dotyezych wyznaczania ruchu cieczy
lepkiej w trzech zagbieniach z jeds poruszajca sie $cianka: kwadratowym, potkolistym
i sze&ciennym.
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Rys. 2. Kwadratowe zadgienie: (a) geometria i warunki brzegowe; wynikliobei
dla Re = 7500: (b) linie prdu, (c) rozktady sktadowychgatkasci u orazo na
osiach symetrii
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Najczsciej badanym przez licznych autoréw jest klasyciume zagadnienie ruchu
cieczy lepkiej w zagbieniu kwadratowym (rys. 2a). Komputerowe symulagjeneryczne
zostaty wykonane dla liczby Reynoldsa: Re = 7500dwvenomiernej siatce 200 200 i dla
tej liczby Reynoldsa zostalo znalezione ragainie stacjonarne. Rysunek 2b przedstawia
wyznaczone linie pdu, a na rysunku 2c pokazane zostalo poréwnanidtadaw
predkosci wzdluz pionowej i poziomej osi symetrii z analogicznymozktadami
zaczerpnitymi z pionierskiej pracy [10].

Metoda sztucznejs$cisliwosci zostata zastosowana ngmsiie do wyznaczania
laminarnego ruchu cieczy lepkiej w potkwadratowyagikbieniu (rys. 3a) i pétkolistym
zagkbieniu (rys. 4a) z géenporuszajca sie $cianky. Obliczenia zostaty wykonane metod
Galerkina-Rungego-Kutty (4) na réwnomiernych siatka200x 100 dla Re = 7500 -
pétkwadratowe zagbienie, z oczkiem siatkih=1/300 dla Re = 6600 - pétkoliste
zagkbienie. W przypadku zagltienia potkolistego wykorzystany zostat zaproponoyva
spos6b aproksymacji krzywoliniowego brzegu (rys. Datkowanie ukladu réwia
rézniczkowych zwyczajnych (2) zostato zakazone po osagnieciu stanu ustalonego,
zdefiniowanego jako

|| U™-U"| e =100"+1007" (5)

Rysunki 3b i 3c oraz 4b i 4c zawiegajezultaty obliczé: obrazy linii padu oraz
poréwnania rozkladéw pdkosci na wybranych liniackx = const iy = const z wynikami
obliczen otrzymanych z wykorzystaniem programu Fluent.
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Rys. 3. Potkwadratowe zatienie: (a) geometria i warunki brzegowe; wyniki
obliczei dla Re = 7500: (b) linie prdu, (c) rozktady sktadowychgutkasci u orazo
na liniach x=0.7 iy =0.3
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Rys. 4. Potkoliste zagBienie: (a) geometria i warunki brzegowe; wynikliobei dla Re =
6600: (b) linie prdu, (c) rozklady sktadowychdatkasci u orazv na liniach x=0.51iy
=0.25
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Rys. 5. Szeienne zagienie: (a) geometria i warunki brzegowe; wynikiiobe: dla Re =
1000 w ptaszczpie z = 0.5: (b) pole pdkasci, (c) rozktady sktadowych gitkasci u oraz
v na osiach symetrii
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Rys. 6. Potszeienne zaghienie: (a) geometria i warunki brzegowe; wynikiicbei dla
Re = 1500 w ptaszcayie z = 0.5: (b) pole mdkdsci, (c) rozklady skiadowych gukasci u
orazv na liniach x =0.65iy =0.25
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Rys. 6. Potkuliste zagBienie: (a) geometria i warunki brzegowe; wynikliobei dla Re =
1000 w ptaszczpie z = 0.5: (b) pole pdkasci, (c) rozktady sktadowych gitkasci u oraz
v naliniachx=0.75iy=0.4
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Symulacje komputerowe w s@dennym zagibieniu (rys. 5a) zostaly wykonane na
réwnomiernej siatce 108 100 x 100 dla liczby Reynoldsa: Re = 1000. Uzyskane pole
predkaosci w pfaszczynie symetrii £ = 0.5) jest pokazane na rysunku 5b. Dla potwiandze
poprawndci obliczer na rysunku 5c zostaly wykilene porownania profilow pdkosci
w ptaszczynie z = 0.5 z rezultatami opublikowanymi w pracy Stual [11]: skiadoweju
wzdtuz pionowej osi symetrii oraz sktadowejwvzdiuz poziomej osi symetrii.

Obliczenia w potszeiennym zagibieniu (rys. 6a) i potkulistym zaghieniu (rys. 7a)
zostaly przeprowadzone na réwnomiernej siatce okwch=1/80, uklad réwna
rézniczkowych zwyczajnych (2) byt catkowany jednokrekometod, predyktor-korektor
wstecznego réniczkowania. W wgkszaici obliczer przyjeto nastpujace dane: krok

czasowy rowny At =1010", korekcja byla powtarzanazado osigniecia dokiadnéci
£, =10007", a proces catkowania byt przerywany poagsieciu stanu ustalonego (5) z

doktadndcia slzlﬂo'lo. Pola pedkosci w plaszczynie symetrii oraz poréwnania

rozktadéw pedkosci z rezultatami oblicae wykonanymi za pomacprogramu Fluentas
prezentowane na rysunkach 6b i 6¢ oraz 7b i 7c.

5. WNIOSKI

Przedstawione algorytmy wyznaczania ruchu ciecpkitg oparte na wykorzystaniu
metody sztucznefcisliwosci w pokczeniu z metogl prostych okazaty si generalnie
bardzo skutecznym i doktadnym sposobem symulagjiidarnych przeptywéw cieczy
lepkiej w zagtbieniach o ranych ksztattach dla dych liczb Reynoldsa. Stwierdzono
bardzo dua efektywnad¢ metody predyktor-korektor wstecznegamitzkowania i metody
Galerkina trzeciego edlu do catkowania ukladéw rowhadzniczkowych zwyczajnych,
jesli chodzi o czasy uzyskiwania rozygian stacjonarnych. Bardzo dym osignigciem jest
tez opracowanie efektywnej i praktycznej metodologizwiazywania zagadnie ruchu
cieczy lepkiej w obszarach ograniczonych krzywamymi brzegami i powierzchniami
krzywoliniowymi. Zastosowane algorytmy wydagic by¢ obiecuace biogc pod uwag ich
ztozongcs¢ obliczeniow oraz bardzo dobr zgodnd¢ z wynikami innych oblicze
numerycznych i zadowakya zgodnd¢ z rezultatami symulacji komputerowych
wykonanymi w programie Fluent. Algorytmy te mpdy¢ tatwo zaadaptowane do
symulacji numerycznej przeptywéw cieczy lepkiegmgich zagadnie przeptywowych o
praktycznym znaczeniu. Rodzig¢sjednake przy tym pytanie, ktére z poréwnanych
wynikow obliczés numerycznych mma uzné za doktadniejsze, czy wyniki oblicze
wlasnych, czy t& wyniki uzyskane za pomacprogramu Fluent - m® to rozstrzygmst
eksperyment laboratoryjny.
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