LOGISTYKA - NAUKA

dynamika teoretyczna i analityczna,
uktady kul

SZCZBSNIAK Wactaw!
ATAMAN Magdalena

WYBRANE ZADANIA Z DYNAMIKI UKEADU DWOCH SZTYWNYCH K UL

W referacie przedstawiono rozwania wybranych trudniejszych zadaotyczcych
dynamiki dwoch sztywnych kul. Teetypowe zadaniagssformutowane, bez podania
rozwigzai, w starych, niedogpnych pozycjach literatury [1-4] i byly przedmiotem
egzaminéw na uniwersytetach angielskich vickioXIX wieku.

SELECTED PROBLEMS OF DYNAMICS OF TWO RIGID SPHERES

In the paper solutions of selected problems of dyoa of two rigid spheres
are presented. Formulation of these examinatiorbjams, date the end of the nineteenth
century, one can find in the old books [1-4].

1. WSTEP

Zadania z dynamiki analitycznej w odniesieniu daaiyiki uktadu dwéch sztywnych
kul sprawiaj wiele klopotow przy ich rozwzaniu. Zadania takie, bez rozwan, zawarte
sa w bardzo starych, trudnodephych pozycjach literatury [1-4]. Byly one przedieim
aktéw egzaminacyjnych z koa XIX wieku na uniwersytetach angielskich. Z uwagi
ograniczon objetos¢ referatu w opracowaniu podamy petne ramanie dwoch zada
Inne, podobne zadania tra rozwizat wykorzystujc idee zawarte w tych przyktadach.

2. DWIE GtADKIE KULE PRZY GLADKIEJ PIONOWEJ SCIANIE
| GLADKIEJ POZIOMEJ PODLODZE

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 rozavay dwie gtadkie, jednakowe kule, &k
0 masie M i promieniu R. Kule spoczywaj jedna na drugiej. Zakladamyge midzy
kulami oraz pomidzy kulami a pionow $ciarme i poziony podiogi nie ma sit tarcia.
Pomijalnie maty, poziomy impuls sity, przylony do dolnej kuli wyprowadza obie kule
z niestatecznego patenia rownowagi, powodag ich ruch pod wplywem sit grawitacji.
Celem rozwizania jest wyznaczenie chwilowejedkosci dolnej kuli w momencie jej
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oderwania si od gornej kuli. Kule $ w ruchu posfpowym a odcinekO, O = 2R, taczacy
ich srodki, jest w ruchu pfaskim.

minimalny ruch
dolnej kuli

SUONUOMUONOUONNNNNNNNANNN

n=0
Rys. 1. Schemat dynamiczny rezyivanego zadania

Przyjmupc oznaczenia jak na rysunku 2, w pierwszej kol@gnoozwiazujemy zadanie
pomocnicze, jakim jest ruch jednej kuli po drugigigruchomej. Warunek oderwania kuli
ruchomej w ruchu pogbowym, od nieruchomej, przy wykorzystaniu réwnabi&nsu
energii przy pgdkosci srodka ruchomej kuliv , zapisujemy w nagpujacy sposoéb:
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N =0, Mgcos¢—MR+R, Mg( co¢)—2M\f -
v =4Rg(1- copp) - CO¢:§, si¢:§ ,tg¢:£25 (1)
¢ =9, =48.19

W przypadku dwoch gtadkich jednakowychykow lub dwoch gtadkich jednakowych
obreczy kat graniczny ¢, jak fatwo zauway¢, bedzie taki sam. Przechosiz teraz do

zasadniczego rozwzania zadania zauwamy, ze pedkos¢ Vzgodnie z rysunkiem 2, nie
moze by¢ predkoscia poszukiwan, poniewa zostata ona wyznaczona w ruchu veziglym
kuli. W rzeczywistéci kula goérna nie jest nieruchoma, bowiem przenueazsg w dot
z prdkoicia pionowa V;, z& dolna z pozioma niewiadampredkoscia v. Odcinek
0,0= 2R faczacy srodki kul jest w ruchu ptaskim z chwilowyrérodkiem obrotuS.
Predkosci v i v, ;1 ze sol zwigzane zalgnoscia wynikajaca z wiasndci chwilowego
srodka obrotu, idz zrzutowane na staty odcing®, O, musz by¢ rowne. Mamy zatem:
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72
2R
v2=4Rg(1-coso)

nieruchoma kula N=0 — Mgcos¢=

cosg=2, g=qq =481
Rys. 2. Bilans energii i warunek oderwania dolnej kuli od gérnej przy zateniu
nieruchomej gérnej kuli
Ostatecza predkos¢ poziomy dolnej kuli v w chwili oddzielenia si jej od kuli gornej
wyznaczymy réwnania wynikagego z prawa zachowania energii w rozarmaym ukladzie
W nastpujacy sposob:
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Rys. 3. Uktad prdkasci dziatajgcych na kule w momencie oddzielenia
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Predkos¢ gornej kuli v, w momencie oderwaniagskuli dolnej obliczamy korzystag
ze wzoru (2), skd otrzymujemy

2 [5Rg - 4Rg
v,=vigp =—,|—, V= —. 4
L= Vige 3,/ 3 N 3 4)

3. DWIE GtADKIE KULE PRZY GtADKIEJ POZIOMEJ PODLODZE

Nastpnie rozwaymy idealnie gtadi kule 0 masiemi promieniu R, spoczywajca na
gtadkiej, sztywnej, poziomej podiodze w warunkaanmskich. Na jej szczycie patono
druga kule o masiem i promieniur , jak na rysunku 4. W pewnej chwili pomijalnie maty
poziomy impuls sity spowodowat ruch mniejszej kuti po duej kuli M (rysunek 4).
Naszym celem dmizie wyznaczeniedta granicznegog , przy ktérym mata kula oderwie
sie od powierzchni diej kuli. W wyniku ruchu matej kulim, kula dea M przemieszcza
si¢ w lewo ruchem pogpowym z pedkaoscia . Mniejsza kula jest w ruchu zonym

i doznaje dwoch okosci ¢ oraz (R+r)¢, jak na rysunku 4. W rozuanym uktadzie
nie ma ruchu obrotowego. Pakniesrodka masy uktadi€ wyznaczymy z réwnania:

Me=m(Rt1-4 o« e&—0 (R )

Rys. 4. Uktad prdkasci dziatajgcych na obie kule przy wychyleniu mniejszej z oi&t ¢

Jedyry sita dziatapca w srodku masy (aizkosci) C ukladu jest cizar wiasny
(M + m) g, zatem suma skltadowych poziomyafdpw wynosi zero

m
m+ M

(M+m)g-m R+ )pcosp=0 L= (R )¢ cogp (6)
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Rownanie (6) taczy prdkos¢ srodka duej kuli gz predkoscia srodka matej kuli
(R+r)¢, jak pokazano to na rysunku 4. Kwadrat pozornejdiuci katowej ¢°

wyznaczymy z réwnania bilansu energii kinetyczngjotencjalnej rozweanego ukiadu.
Mamy zatem:

e =g dn{ (R o) r2 R fpeotn-g) )

Uwzgledniajac w ostatnim (6) po redukcji, przeksztatceniach i upgakowaniu,
energia kinetyczna uktadu wynosi:

1 2., 1 2 2
E =5 m(Rr g _E(Mij(R’L )’ > coS ¢ . 8)

Energia potencjalna ukfadu jest rgmstjaca:
V =E, =mg R+ ) (1-cosp) 9)
Porownujc ze soh obie energie (8) i (9), otrzymujemy po prostyclagzczeniach:

5= 2(M +m) g(1- cosp) (10)

(R+71) [M + m(l— co§¢)].

Warunek odrywania simatej kuli od daej prowadzi do réwnania sumy rzutéw sit na
kierunek sity odrodkowej, w ktorym nacisk matej kuli na ztuN = 0. Mamy zatem:

m
M +m

cosg-3co® + = C (12)

Aby wiec mala kulamoderwata si od duzej kuli M , musi by spetnione réwnanie (11).

Pierwiastki rzeczywiste tego rdwnania mapgens przy Mm <1. | tak, jeli
+m

k=0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.5, to katy graniczne maj nastpujace wartdci: ¢, =47.39,

46.00, 42.94, 37.82, 18.85. Jak tatwo zauwey¢ katy graniczne malejprzy wzrgcie
masy matej kulim. Dodatkowo zwrémy uwag, ze w przypadku malego d&ka m

i matej obeczy m idealnie gtadkich rozwzanie zadania jest takie samo. Numeryczne
rozwigzanie réwnania (11) pokazano na rysunku 5.
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A
f(p)

o[rad]

Rys. 5. Graficzne rozwZanie réwnania (11)
4. WNIOSKI

W referacie podano szczegotowe rogzginie zagadnienia dwoch doskonale gtadkich
kul spoczywajcych jedna na drugiej w przypadku zaburzenia maigmpulsem sit ich
niestatecznego patenia rownowagi. Wyznaczonoaty oderwania s jednej kuli od
drugiej oraz pgdkosci wyskpujace w momencie oderwania. Inne zadania z tego zakres
mozna znalé¢ w pozycjach literatury [5-9].
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