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ZIARNISTOŚĆ INFORMACJI W DYNAMICZNYCH MODELACH 
ROZMYTYCH RELACYJNYCH MAP KOGNITYWNYCH 

 
Pracę poświęcono analizie parametrów ziarnistości (przestrzennej  

i czasowej) informacji w dynamicznych modelach rozmytych map kognitywnych.  
Na podstawie analizy literaturowej określono pojęcie ziarnistości informacji. 
Wprowadzono pewne klasyfikacje oraz opisano sposoby realizacji obliczeń 
ziarnistych. Przestrzenną i czasową ziarnistość w postaci rozmywania  
i dyskretyzacji realizowano dla kognitywnych map relacyjnych, opisujących róŜne 
nieprecyzyjne obiekty statyczne i dynamiczne. Określono podstawowe parametry 
ziarnistości. Wprowadzono problem ich optymalnego wyboru. Przedstawiono 
wybrane wyniki symulacji 

 
 

 INFORMATION GRANULARITY IN DYNAMIC MODELS  
OF FUZZY RELATIONAL COGNITIVE MAPS 

 
This work is devoted to the analysis of the information granulation (spatial  

and temporal) parameters in dynamic models of fuzzy cognitive maps. On the base 
of reference analysis there were elaborated the concept of the information 
granularity. Also certain classifications were introduced and methods  
of the granular calculations implementation were described. Spatial and temporal 
granularity in the forms of fuzzyfication and discretization were implemented into 
cognitive relational maps that describe different imprecise static and dynamic 
objects. Fundamental parameters of the granularity were determined  
and the problem of their optimal selection was introduced. There were also 
presented selected results of the simulation research.   

 
 

1. WSTĘP 
Przy stosowaniu dynamicznych modeli rozmytych relacyjnych map kognitywnych,  

w procesie obliczeniowym waŜną rolę odgrywają następujące elementy [5-14]: 
– forma i parametry rozmywania czynników (concepts), 
– liczba przyjętych zmiennych lingwistycznych, 
– wartości wzajemnych relacji pomiędzy odpowiednimi czynnikami. 
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 Głównym problemem podczas stosowania rozmytych rodzajów modeli dynamicznych, 
wpływającym znacząco na dokładność ich działania, jest ilość obliczeń koniecznych do 
wykonania z uŜyciem arytmetyki rozmytej. 
 W [6, 11, 12] przedstawiono wybrane wyniki analizy dokładności w zaleŜności od 
parametrów rozmywania i liczby zmiennych lingwistycznych. Stwierdzono przy tym, Ŝe 
istnieją pewne optymalne wartości tych wielkości [12]. 

W niniejszej pracy skoncentrowano się na analizie tego złoŜonego problemu, przy tym 
na podstawie przeglądu literaturowego wprowadzono pojęcie „ziarnistości” w obliczeniach 
(granular computing) [1-3, 6-17, 20, 21]. Następnie podjęto próbę analizy dokładności 
modeli dynamicznych z punktu widzenia ich ziarnistości. Sformułowano problem 
optymalizacji w zaleŜności od dwóch grup parametrów (liczbowych i funkcyjnych): 
– rozmywania elementów map kognitywnych i liczb lingwistycznych (Q1); 
– relacji pomiędzy czynnikami mapy (Q2). 

Przy tym dla analizy zaleŜności procesu od Q1 przeprowadzono cykl symulacji 
działania konkretnego modelu, natomiast do wyznaczenia optymalnych parametrów Q2 
zastosowano pewne typy algorytmów adaptacji (uczenia) nadzorowanego (metodą 
najmniejszych kwadratów) i nienadzorowanego (metodą Hebba) [15]. 

W rozdziale 2 krótko opisano róŜne pojęcia ziarnistości, a w szczególności oparte na 
zbiorach i logice rozmytej. 

W rozdziale 3 wprowadzono granulację (ziarnistość) informacji w odniesieniu do 
dynamicznych relacyjnych rozmytych map kognitywnych. Wyodrębniono parametry 
ziarnistości oraz relacji. Sformułowano ogólne zadanie optymalizacji dla wyboru 
odpowiednich parametrów. Opisano ogólny algorytm adaptacji ich wartości. 

Rozdział 4 poświęcono opisaniu pewnych wyników symulacyjnego rozwiązania 
zadania optymalizacji dla dwóch typów problemów: 
– optymalizacja względem Q1 przy stałej wartości Q2; 
– identyfikacja Q2 przy wyborze optymalnej wartości Q1. 

We wnioskach przedstawiono krótkie podsumowanie wyników dotychczasowych 
badań. 

  
2. MODELE ZIARNISTOŚCI INFORMACJI 

Obecnie rozróŜnia się ziarnistość dwóch typów [1, 2 17]. Są to: 
– ziarnistość przestrzenną (spatial granulation) oraz 
– ziarnistość czasowa (temporal granulation). 
 Istnieją róŜne modele ziarnistości przestrzennej, których główne rodzaje przedstawia 
rys. 1 [2, 17]. 
Ziarnistość czasowa uwzględnia podział informacji w czasie. Czas ciągły jest zastępowany 
dyskretnym (przekształcenie A/D).  

Problemy ziarnistości czasowej są analizowane od dawna. Głównym zagadnieniem jest 
określenie kroku dyskretyzacji, który pozwoli na wystarczająco dokładne przekształcenie 
A/D i D/A (znane twierdzenie Shannona - Kotelnikowa). Graficznie ziarnistość czasowa 
moŜe być przedstawiona jak na rys. 2. 
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Rys. 1. Klasyfikacja modeli ziarnistości przestrzennej. X – nośnik informacji, PX – 
Prawdopodobieństwo, µX – funkcja przynaleŜności, a, a  – lewa i prawa granice interwał 

 

 
 
Rys. 2. Graficzne przedstawienie ziarnistości czasowej, gdzie: Zi – ziarna informacji  
w chwili ti, ti – dyskretny czas (i = 1, ..., N) 

 
Przy wprowadzeniu ziarnistości informacja moŜe układać się w pewnej hierarchii 

poziomowej [2, 17]. 
W literaturze istnieją formalne definicje ziarnistości informacji, jak np. następująca [2]: 

 
 C,A,,WG G=  (1) 

gdzie: A = {A1, ..., Ak} – komponenty (words) ziarnistości, G – opis ziarnistej informacji 
typu: 
 
 Ai : W → G(W)  (i = 1, ..., k) (2) 
 
C – rodzina ograniczeń na procedury komunikacji ziaren, W – nośnik informacji. 
 

Przykładami G(W) mogą być znane funkcje opisujące ziarnistość [2, 17]: 
– µ(W) – funkcja przynaleŜności zbiorów rozmytych, 
– R(W) – funkcja przynaleŜności zbiorów przybliŜonych, 
– S(W) – funkcja przynaleŜności zbiorów zacienionych (shadow sets), 
– interwał, 
– inne. 
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Uwaga 
WaŜnymi elementami rodziny ograniczeń C są np. procedury kodowania (encoding)  

i dekodowania (decoding). Przy tym pomiędzy operatorami kodowania i dekodowania 
istnieją róŜne typy powiązań, np. [2, 17]: 
 
 Dec(Euc(x)) = x (3) 
 
lub 
 
 || Dec(Euc(x)) – x||  ⇒  min (4) 

 
Podsumowując powyŜsze moŜna stwierdzić, Ŝe stosowanie ziarnistości jest istotnym 

elementem modelowania układów (w szczególności nieprecyzyjnych), pozwalającym 
zmniejszać nieokreśloność lub nieprecyzyjność, co moŜe ułatwić analizę pewnej kategorii 
zjawisk. W dalszej części pracy wprowadzenie ziarnistości zarówno przestrzennej, jak  
i czasowej zostanie zastosowane przy syntezie i analizie rozmytych map kognitywnych. 
 
3. ZIARNISTOŚĆ INFORMACJI W DYNAMICZNYCH ROZMYTYCH MAPACH 

KOGNITYWNYCH 
W niniejszym rozdziale rozmyte relacyjne mapy kognitywne będą rozpatrywane jako 

dynamiczne modele przetwarzające informacje ziarniste. Wprowadzenie ziarnistości 
informacji pozwoli na wyznaczenie optymalnych parametrów map kognitywnych przy 
rozmywaniu oraz na wprowadzenie procedury adaptacji (uczenia) współczynników relacji 
pomiędzy czynnikami przy analizie działań obliczeniowych modeli dynamicznych. 
Faktycznie będą realizowane dwa typy ziarnistości: przestrzenna oraz czasowa. 

 
3.1 Przestrzenna ziarnistość informacji w rozmytych mapach kognitywnych 

Niech będzie dana relacyjna mapa kognitywna w postaci: 
 

 <X, r> (5) 
gdzie: X = [X1, ..., Xk]

T – wartości czynników; r = {r ij} – macierz relacji pomiędzy 
czynnikami; i, j = 1, ..., k; k – liczba czynników. 

 
PoniŜej zostaną przedstawione kolejne kroki wprowadzania ziarnistości rozmytej dla 

map kognitywnych. 
Przy rozmywaniu stosowano następującą funkcję przynaleŜności [4, 18]: 
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−−

=µ  (6) 

 
gdzie: iX – centrum funkcji przynaleŜności i-tej zmiennej lingwistycznej, i = 1, …, K, K – 

liczba zmiennych lingwistycznych, σi – współczynnik rozrzutu i-tej zmiennej 
lingwistycznej (moŜliwa jest sytuacja, w której σ1 = σ2 = … = σK – rys. 3). 
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Rys. 3. Funkcje przynaleŜności )(x
iXµ zmiennych lingwistycznych, gdzie: 1X , …, KX  – 

centra gausoidalnych funkcji przynaleŜności 
 

Na rys. 4 przedstawiono graficznie krok wprowadzenia ziarnistości rozmytej dla mapy 
kognitywnej (5). 
 

 
 

Rys. 4. Wizualizacja wprowadzenia ziarnistości rozmytej dla mapy kognitywnej (5), gdzie: 
Xi

o – wartość ostra i-tego czynnika, Xi
R – wartość rozmyta i-tego czynnika, ri,j – ostra 

relacja pomiędzy czynnikami i-tym i j-tym, Ri,j – rozmyta relacja pomiędzy czynnikami i-tym 
i j-tym. 
 
 

Po takim przekształceniu równanie (5) przybiera następującą postać: 
 

 <X, R> (7) 
gdzie: X = [X1, ..., Xk]

T – wartości rozmyte czynników; R = {Rij} – macierz relacji 
rozmytych pomiędzy czynnikami; i, j = 1, ..., k; k – liczba czynników. 

 
W efekcie uzyskuje się zbiór ziarnistości typu (1). 
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Wybrano kryterium zgodności kodowania (rozmywania) i dekodowania (wyostrzania) 
typu (4) w następującej symbolicznej postaci: 
 

 
1Q

2ow
1 minXX)Q(J ⇒−=  (8) 

 

gdzie: )t(X w  – wartość czynnika rozmytego (po wyostrzeniu); )t(X o  – wartość czynnika 

odniesienia (ostrego); t ∈ [0, T] – czas ciągły; Q1 = [ 1X , ..., KX , σ1, …, σK, K]T – wektor 

parametrów ziarnistości przestrzennej; ||  || – odpowiednio wybrana norma. 
 

3.2 Czasowa ziarnistość informacji w rozmytych mapach kognitywnych 
Niech czas t ∈ [0, T] zostanie zdyskretyzowany z krokiem dyskretyzacji ∆t, 

wprowadzając następujący czas dyskretny: 
 

 
t

T
N

∆
= ,      n

t

T
nt0N ⋅

∆
=⋅∆+= ,       n = 0, ..., N (9) 

Wtedy ziarnistość informacji (1) moŜna przedstawić w postaci zbioru modeli 
dyskretnych: 

 
 {G0, ..., GN} (10) 

 
gdzie: Gn = <Wn,  Gn, Cn>; Wn – nośnik informacji w chwili n; n = 0, ..., N. 

 

Dynamiczne powiązania pomiędzy i
nX  i i

1nX +  w obiekcie oraz adaptowanym modelu 

wybrano w postaci następujących równań [4]: 
 

 i
n

i
1n XX =+   t∆ ∑

≠
−−

ij

jij
1n

j
n R)XX( o    i,j = 1, ..., K (11) 

oraz 

 M,i
n

M,i
1n XX =+   t∆ ∑

≠
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ij

ji
n

M,j
1n

M,j
n R)XX( o    i,j = 1, ..., K (11’) 

gdzie:  – operator sumowania rozmytego;  – operator mnoŜenia rozmytego; Xn
i – 

wartość i-tego czynnika w n-tym kroku obiektu (11); Rij– relacja rozmyta pomiędzy j-tym  
a i-tym czynnikiem mapy kognitywnej obiektu odniesienia; Rn

ji– relacja rozmyta pomiędzy 
j-tym a i-tym czynnikiem mapy kognitywnej (11’) w n-tym kroku adaptacji; Q2 = {{R ij}, 
∆t}  – macierz parametrów rozmywania czasowego składająca się z liczbowych relacji rij  
oraz funkcji przynaleŜności typu (6); ∆t – krok dyskretyzacji przy wprowadzeniu 
ziarnistości czasowej; Xn = [Xn

1, ..., Xn
K]T; Xn

M = [Xn
1,M, ..., Xn

K,M]T; X0 = X0
M; n = 1, ..., 

N–1. 
 

Dla zmian ji
nR formalnie moŜna zastosować algorytm adaptacji typu: 

 

 ji
n

ji
1n RR =+

ji
nR∆  (12) 
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gdzie: ji
nR∆  – „przyrost” relacji rozmytej; ji

0R  – zadane; n = 0, ..., N–1; i, j = 1, ..., K. 

 
Algorytm (12) moŜe być zarówno nadzorowany, jak i nienadzorowany. Sam proces 

adaptacji (12) formalnie składa się z następujących kroków: 
– adaptacja liczbowa, 
– adaptacja funkcyjna. 

W następnym rozdziale zostaną przedstawione wybrane wyniki symulacji realizującej 
proces optymalizacji parametrów Q1 i Q2. 
 
4. WYBRANE WYNIKI SYMULACJI 

 
PoniŜej zostaną przedstawione niektóre wyniki symulacji opisanych w rozdziale 3 

problemów ziarnistości z podziałem na optymalizację wg parametrów ziarnistości 
przestrzennej (Q1) i parametrów ziarnistości czasowej (Q2) dla mapy kognitywnej z rys. 5. 

Budowę dynamicznej rozmytej relacyjnej mapy kognitywnej z rys. 4 rozpoczęto od 
wprowadzenia tablicy mocy poszczególnych relacji, pokazanej w tab. 1. 

 

 
 

Rys. 5. Badana relacyjna rozmyta mapa kognitywna. X1, ..., X4 – rozmyte wartości 
czynników; Rij – relacja rozmyta pomiędzy czynnikami i-tym i j-tym. 
 

Tab. 1. Tablica mocy relacji rozmytych (macierz relacji ostrych) 
r X1 X2 X3 X4 

X1 0 0 0,5 0,4 
X2 0,3 0 0,3 0 
X3 0 0 0 0,4 
X4 0 -0,6 0 0 

 
W oparciu o wartości z tab. 1 oraz wzorzec funkcji przynaleŜności (6) tworzono relacje 

rozmyte dla róŜnych wartości współczynnika rozrzutu σ. Podobnie, w oparciu o ten sam 
wzorzec funkcji przynaleŜności, dokonywano rozmywania wartości czynników. Na tym 
etapie badań stosowano ujednoliconą, wspólną wartość współczynnika σ dla wszystkich 
elementów rozmytej relacyjnej mapy kognitywnej. Działanie modelu polegało na 
jednorazowym pobudzeniu wybranych czynników sygnałami początkowymi, których 
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wartości przedstawiono w tab. 2, a następnie wykonaniu 30 obiegów sygnałów (N = 30). 
 

Tab. 2. Wartości zewnętrznych sygnałów pobudzających 
Czynnik X1 X2 X3 X4 
Wartość pobudzenia 0,6 0,3 0 0 

 
 Do celów analizy posługiwano się wartościami znormalizowanymi z zakresu [-1, 1]. 
Rozmywania zarówno wartości czynników, jak i relacji dokonywano na nośniku o zakresie 
[-2, 2]. 
 Przyjęto, Ŝe rozmyta wartość k-tego czynnika po zakończeniu kolejnego obiegu 
sygnałów osiągnie poziom wyznaczony równaniem (13): 
 

 )n(X)1n(X kk =+ )n(X[ i

4

ki
1i

⊕
≠
=

k,ii R)]1n(X o−  (13) 

gdzie: k - numer rozpatrywanego czynnika, n – czas dyskretny,  – operacja sumowania 
rozmytego,  – operacja odejmowania rozmytego, Ri,k – pojedyncza rozmyta relacja 
pomiędzy rozmytymi czynnikami o numerach i oraz k, ◦ – operacja maksyminowej 
kompozycji rozmytej; ∆t = 1; n = 1, …, 29; Xk(0) – zadana; k = 1, ..., 4. 

W związku z ograniczoną objętością pracy, przytoczono tylko niektóre wyniki 
optymalizacji parametrów ziarnistości przestrzennej. Jak opisano w rozdziale 3, ziarnistość 
przestrzenna polega na wprowadzeniu rozmywania (zmiennych lingwistycznych i ich 
współczynników rozrzutu). Optymalizacja parametrów modelu, z punktu widzenia 
ziarnistości przestrzennej, polega na znalezieniu liczby zmiennych lingwistycznych K(przy 
jak najmniejszej wartości) i współczynnika rozrzutu σ, które minimalizują kryterium (14): 

 

 ( )∑
=

−=
30

1n

2o
i

w
ii )n(X)n(X

30

1
J  (14) 

gdzie: )n(X w
i  – wyostrzony przebieg i-tego czynnika mapy kognitywnej (13); )n(X o

i – 

ostry przebieg i-tego czynnika mapy kognitywnej (w równaniu (13) operatory rozmyte 
zastąpiono operatorami arytmetycznymi); n – czas dyskretny; i = 1, ..., 4 

Stosując powyŜsze załoŜenia przeprowadzono szereg symulacji dla róŜnych kombinacji 
K oraz σ, wyznaczając dla kaŜdej z nich wartość współczynnika J2 z równania (14). Wynik, 
w odniesieniu do X2,  przedstawiono graficznie na rys. 6. Jest oczywiste (i widać to 
równieŜ na rys. 6), Ŝe, po przekroczeniu pewnego progu, przy zwiększaniu wartości K 
dokładność modelu rozmytego rośnie. JednakŜe to powoduje równoczesne znaczne 
wydłuŜanie czasu obliczeń (z uwagi na charakter działań arytmetyki rozmytej). Dlatego teŜ 
celem optymalizacji modelu z punktu widzenia ziarnistości przestrzennej nie jest uzyskanie 
obiektywnie minimalnej wartości współczynnika bliskości J2, a wyznaczenie takiego 
zestawienia wartości K oraz σ, przy którym wartość J2 osiąga poziom akceptowalny 
(załoŜony wcześniej) przy jednoczesnym spełnieniu warunku moŜliwie niskiej wartości K. 
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Rys. 6. Wartości współczynnika bliskości J2 dla X2 (po wyostrzeniu) w zaleŜności od liczby 
zmiennych lingwistycznych K oraz współczynnika rozrzutu σ.  

 
Jak wynika z rys. 6, w badanym modelu optymalne wartości parametrów wynoszą: 

K = 33, σ = 0,4. Wyniki optymalizacji parametrów ziarnistości czasowej opartej na 
algorytmie adaptacji przedstawiono w [19]. 

  
5. WNIOSKI 

Opisano pojęcie ziarnistości informacji. Na podstawie analizy literaturowej 
przedstawiono klasy ziarnistości. Określono pojęcie przestrzennej oraz czasowej 
ziarnistości. Wprowadzone definicje zrealizowano dla dynamicznych modeli kognitywnych 
map relacyjnych. Opisano kroki postępowania przy wprowadzaniu ziarnistości rozmytej 
oraz czasowej. Wprowadzono problem optymalizacji wyboru parametrów ziarnistości dla 
konkretnej mapy kognitywnej. Przytoczono wyniki badań symulacyjnych słuŜących do 
wyboru optymalnych parametrów ziarnistości przestrzennej. 
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