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wygtadzanie sygnatow,
filtracja cyfrowa
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ZMODYFIKOWANY ALGORYTM WYGLADZANIA WYKELADNICZEGO O
ZREDUKOWANYM POZIOMIE ZNIEKSZTALCE N SYGNALU UZYTECZNEGO

W pracy zaproponowano zmodyfikowany algorytm wymtaé wyktadniczego, ktory
minimalizuje wariangj zaktdcenia przy jednoczesnym zachowaniu struktiegwotnego
sygnatu. Oceny przydatsm proponowanej metody dokonano wygtadeajsygnat
okresowy z trendem, zakt6cony szumentioych rozktadach.

MODIFIED ALGORITHM EXPONENTIAL SMOOTHING WITH REDUC  ED
DISTORTION SIGNAL USABLE

In this paper a new algorithm of smoothing of dibisignals is presented. Proposed
algorithm is based on exponential smoothing andnttowving average filter. For a given
number of samples corrupted by additive noise, \a sequence of samples is calculated
due to minimize the variation of noise. After sditfnation the original signal should
be preserved.

1. WSTEP

Wygtadzanie jest jednz metod cyfrowego przetwarzania sygnatéw, polgmanpa
estymacji wartéci sygnatldbw w ustalonych chwilach na podstawie weu@ poprzednich,
jak i nasgpnych obserwacji.

W praktyce jest to zagtienie wyrazOw danego szeregu, #Heajgo przebieg
nieregularny, innym o przebiegu gtadszym, o ktérymozna przypuszcza ze lepiej
reprezentuje istetzjawiska nt szereg pierwotny. Najegtsz metod, realizacji problemu
wygtadzania jest odpowiednia filtracja sygnalu oyiego, skd pochodzi réwnig
okreslenie | filtr wygtadzapcy”, stosowane do okékenie r&norakich algorytméw
wygtadzania.

Model wyréwnania wyktadniczego stanowi jeden z Wamych ju modeli
wygtadzania sygnatéw opracowany przez R.G.Brownh W/ modelu wyréwnania
wykladniczego ocen sygnatluy, w czasiet mazna przedstawi jako sredna wazomny
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wartasci sygnatu z okresu poprzedniegq oraz najnowszej obserwacji Wartgci ocen
sygnalu wyznaczagiza pomog nasgpujacej relacji:

y, =a X +(1—a')[yt_l t=1...,n 1)

przy czymyg=X,, a zatem poegkowa ocena sygnatu to wasto najwczeéniejszej
chronologicznie obserwacji. Parametr/ {0, 1)jest nazywany stalwygtadzania.

W zalenosci od wielkasci parametru wiksze znaczenie mgpbserwacje biece lub
poprzednie. Wartwi parametru bliskie jedsdoi oznaczaj, ze wigkszy udziat maj
obserwacje najnowsze, natomiast wssidliskie zera oznaczajze wigksza wag map
obserwacje okresu poprzedniego. Wsartgparametru @ ustala si zwykle metod
doswiadczaln. Za najlepsz uznaje si t¢ wartas¢, dla ktorej otrzymuje si najwicksz
zgodnd¢ obserwacji empirycznych szeregu z wéetami teoretycznymi modelu [2]. W
publikacji [3] pokazanoze redukcja wariancji szumu dla wygtadzania wyktadago, dla
zakl6cenia losowegé,}, 0 wartdci przecitnej zeroE(z)=0 i wariancji V(z)=¢%, wyraza
sie wzorem:

a
0. =0° 30— @)
2-a
gdzie:o” — wariancja szumu wjiowego,
o - Wariancja szumu po wygtadzaniu.;

Z réwnania (2) wynikaze w wyniku wygtadzania wykfadniczego ngsije redukcja
wariancji szumu, ktérej wielléé zalezna jest od stalej wygtadzania . Im mniejsze staje s
a, tym wieksza jest ogigana redukcja szumu. Jednakawion mniejsza jest warfé a, tym
wolniej system wygtadzagy odpowiada na zmiany w sygnale $epwym.

Wygtadzanie wyktadnicze mioa interpretowé jako jednoogniwowy filtr cyfrowy o
nieskaiczonej odpowiedzi impulsowej NOI. Réwnaniegmécowe opisujce tego typu filtry
mozna zapiséw postaci:

K M
yn = Z ak yn—k + Z ban—m (3)
k=1 m=0

Stad algorytmy wygtadzania nogsnazvwe cyfrowych filtrow wygtadzajcych. Ma@emy
zatem okréli¢ charakterystyk czestotliwosciowa takiego filtru [5], ktés wyznaczymy z
zaleznaosci:

M M
> b, cosma) - Db, sin(maw)
H(jw) =-"=¢ K @
1-> a coska) + | a, sin(ka)
k=1 k

=1

Dla filtru jednoogniwowego NOI, wspotczynniki zatkeosci (1) przyjmup odpowiednio
wartasci: M=0, K=1, by=ai a;=(1-a), podstawiajc je do (4) otrzymujemy charakterystyk
czestotliwosciows wygtadzania wyktadniczego :
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_ : a
H(Ja)) _1_ (1_ a)COS@)+ j(l—a)Sin(a)) ®

Na podstawie powszej zalenosci (5) maemy wykrdli¢ charakterystyki
amplitudowe i fazowe, dla #dych wartdci parametru wygtadzania, w unormowanym
zakresie pulsacji €w<tt Jak widé na wykresie charakterystyki amplitudowej (rys.1) w
miarg zmniejszania wartgi a, filtr wygtadzania wyktadniczego zachowuje; gak filtr
dolnoprzepustowy. Na rys.2 przedstawiono charaktgky fazow, tego filtru.
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Rys.1. Charakterystyka fazowa filtru wygladzaigo (1).
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2. ZMODYFIKOWANY ALGORYTM WYGLADZANIA WYKLADNICZEGO

Majac dany cag probek sygnatdix,} obarczonych addytywnym zaktdceniem losowym
{z}, o wartdci przecitnej zeroE(z)=0 i wariancji V(z)=¢%, chcemy zagpi¢ nowym
ciagiem{y,} tak by zminimalizowé wariancg szumu, jednoczeie zachowujc pierwotny
sygnal. W tym celu tworzymy funkcjonat (6), przypomjacy zaleznos¢ (1), w ktérym
pierwszy sktadnik odpowiada za zgodé@ sygnatem a drugi za minimalizaajarianciji
ciagu probek wyjciowych.

H zaZ(Yk_Xk)z"'(l_a)Z(Yk_y)z (6)

Gdzie: a D<O,1> , Y - wartdi¢ sredniafy,}.

W przypadku zakidcenia losowefn} o E(z)=0

_ 1%
y=X=— X
N&™
czyli
N N -
H=a) (y—x)*+0-a)) (Y —%)? (7)
k=1 k=1

Minimalizuja funkcjonat (7) wzgidemy,, otrzymujemy nagpujace wyraenie:

Y =ax +(1-a)X (8)

gdzie:aD<0,1>, X =%ZN:XK

W przypadku gdyz=0 to otrzymamy: Yy, = X - co odpowiada minimalnej wariancji
szumu na wyjciu filtru. Natomiast dlax =1 to - zachodzi maksymalna zgodaaciagu
wyjsciowego z wejciowym, stuszna dla sygnatu nie zaszumionego.

Rozpatrzmy przypadek dla trzech punkt@i, %, %1 i Stalej wygtadzaniax=0.5.
Stosujc zalenos¢ (8), otrzymamy:

1
Y=g (Xes + 4% + %) ©)

Jak wid& powyzsza zaleno$¢ opisuje waony filtr sredniej ruchomej, dla ktorej
wariancg sygnatu wyfciowego, niezalenie od przygtego modelu zaktdcenia, rmoa
wyznaczy z zalenosci [4] :
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ol=0g* P (10)

gdzie:o? — wariancja szumu w&jiowego,s*, - wariancja szumu po wygtadzaniu
a, - wspétczynniki wagowe filtru.

Dla rozpatrywanego przypadku (9), wariancja ésigwa wynosi:o%,=c%/2 , czyli jest
wicksza nt w przypadkusredniej ruchomej, dla ktérej przyjmuje wasto o%,=0"/3.
Mozna sé zatem spodziewa ze ttumienie zakidae w przypadku stosowania zafesci
(8), kedzie mniejsze. Wynika to z prayggo kompromisu dotygzego ttumienia sygnatu
przy zachowaniu jak najekszej zgodnéci z sygnatem oryginalnym.

3. WYNIKI TESTOW

Proponowany algorytm (8) poddano testom, polgmyen na wygtadzaniu ggu prébek
{x¢ (11), wygenerowanych na podstawie sygnalu harmaoeigo z trendem{s},
zaktéconych szumem{z}, o rozkladzie réwnomiernym, normalnym (Gaussa),
biekspotentcjalnym (Laplace'a), waitd przecétnej zero E(z)=0 i wariancji V(z)=c*.
Parametry rozktadéw dobrano tak by zachéwgodnad¢ ttumienia wariancji w kadym
przypadku, dla filtrusredniej ruchomej, co przedstawiono w tabeli 1. Naunku 3
przedstawiono analizowany sygnat wraz z zaktéceniem

X =Stz (11)
gdzie: s, = Cos@X [K) +2Z [k k [0 (0;100
Zc Szum o zadanym rozktadzie.

Tab. 1. Graniczne warfai wariancji na wygciu filtrow sredniej ruchomej, przy gfych
modelach zakidcenia oraz przy zachowaniu zgédrilumienia.

Model zaktécenia Srednia ruchoma
1

' iny: —— ., -0J/3<x<03 g?

Rozkfad Jednostajnyf (X)=1203 g’
0 N

1 -x2/20? g 2

Rozklad Gaussa (normalny)f: (X) =——e -
o2 N

1 -2\l o?

Rozkiad Laplace’a (bieksponencjalnyf:(X) =—F—==¢€

o2 N
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Rys.3. Sygnat wégiowy {§) wraz z zaktéceniem Jz o wartaici przecetnej zero E(z)=0 i
wariancji 6°=0.25.

Tab. 2. Wartéci bledu sredniokwadratowego MSE poszczeg6inych metod wyayzidla
réznego poziomu zakiécenia w funkcji parametru wydgadzo, dla rozktadu
réwnomiernego.

Wygtadzanie Zmodyfikowane Zmodyfikowane
wyktadnicze (1) wygtadzanie (8) dla 3- | wygladzanie (8) dla 5-pkt
pkt.

a |0*=0,25| ¢*=1 | ¢°=4 |0°=0,25| ¢’=1 | o’=4 |0°=0,25| ¢’=1 | o’=4
0 13,33 | 13,54 18,74 0,052 0,272 1,388 0,027 0,1428230
0,05/ 1,494 | 1520 1,803 0,051 0,274 1,397 0,07 0,143 35,8
01| 0692| 0,736/ 0,906 0,051 0,281 1,418 0,028 0,148863
0,15/ 0,462 | 0,531| 0,724 0,053 0,290 1,453 0,080 0,157 070,9
02| 0,338| 0432l 0692 0055 0,303 1500 0,033 0,17,967
0,25/ 0,255 | 0,371 0,724 0,059 0,320 1,560 0,088 0,190 4310
03| 0,196| 0,335 0,798 0,064 0,340 1683 0,043 0,21B136
0,35/ 0,155 | 0,317| 0,901 0,069 0,364 1,719 0,060 0,241 451p
04| 0,128| 0,315 1,027 0,076 0,391 1818 0,058 0,27B370
0,45/ 0,121 | 0,325| 1,173 0,084 0,422 1,929 0,067 0,310 1115
05| 0,102| 0,346] 1,336 0,098 0486 2,054 0,078 0,351,668
0,55/ 0,100 | 0,377| 1,516 0,103 0494 2,191 0,000 0,397 4218
06| 0,02| 0,415 1,711 0,214 0535 2341 0,402 0,447,031
0,65/ 0,108 | 0,461| 1,921 0,126 0,580 2,504 0,116 0,502 32
0,7| 0,118| 0,514 2,149 0,240 0,628 2,681 0,432 0,p62,459
0,75/ 0,131 | 0574 2,394 0,154 0,680 2,869 0,148 0,625 98,6
08| 0,147| 0,641 2660 0,169 0,736 3,01 0,466 0,692952
0,85/ 0,166 | 0,716| 2,947 0,186 0,795 3,286 0,184 0,766 2332
09| 0,188| 0,799] 3,259 0,204 0,897 3513 0,204 0,843510
0,95/ 0,213 | 0,890| 3,599 0,222 0,923 3,7%4 0,26 0,926 1338
1 | 0,242 ] 0,991 3,972 0,242 0,992 4,007 0,248 1,0121324
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Oceny przedstawionej metody wygtadzania, dokonatawsugc kryterium bédu
sredniokwadratowego MSHrean square errgrzdefiniowanego wzorem:

1 N
MSE:NZ(% - yk)2
k=1

gdzie:s, -sygnat niezaktoconyy, — sygnat po filtracji

(12)

Tab. 3. Wartéci bledu sredniokwadratowego MSE poszczegdélnych metod wyayhéaddla
réznego poziomu zakidcenia w funkcji parametru wygadza, dla rozkladu normalnego

(Gaussa)
Wygtadzanie wykfadnicze Zmodyfikowane Zmodyfikowane
(1) wygtadzanie (8) dla 3- | wygtadzanie (8) dla 5-
pkt. pkt.
a |0°=0,25| o*=1 | o*=4 |¢°=0,25| o’=1 | o°=4 |0’=0,25| o’=1 | o’=4
0 | 11.406] 14.905 23906 0.088 0.345 1.364 0.097 70)2(.628
0,05/ 1.412 | 1.524| 1952 0.088 0.346 1.371 0.009 0.215 5706
0,1| 0.689| 0.746] 0.994 0.09 0.331 1.391 0.102 0.p2®.7
0,15/ 0.48 0.55 0.83 0.091 0.35p 1.423 0.106 0.241 0|76
0,2| 0.365| 0.458 0.81 0.094 0.3F 1469 0.11 0{26 834,
0,25/ 0.287 | 0.404| 0.844] 0.098 0.384 1.527 0.116 0.283 2409
0,3| 0.231| 0.373] 0.912 0.102 0402 1598 0.123 0.302.03
0,35/ 0.191 0.36 1.006) 0.100 0423 1.682 0.1B1 0.34 1}15
04| 0.165| 0.362] 1.122 0.1183 0.447 1.7]/8 0.14 0.374287
0,45| 0.148 0.375 1.258 0119 0474 1888 0.149 0.412 38144
05| 0.139| 0.398] 1412 0.12f 0504 2.01 0.16 0.4556051
0,55/ 0.136 | 0.429| 1582 0.13% 0538 2.145 0.172 0.501 8817
0,6 | 0.137| 0.467 1.77 0.144 0574 2.2p3 0.184 0]55.9861
0,65| 0.142 0.511 1.974 0.154 0.614 2453 0.198 0.604 9921
0,7| 0.15 0.562| 2.196 0.165 0.658 2.627 0.213 0.662428
0,75/ 0.161 | 0.618| 2.437, 0.176 0.704 2.813 0.2P8 0.723 726
0,8| 0.174 0.68 2698 0.189 0.784 3.012 0.245 0.f88931
0,85/ 0.19 0.749| 2.982| 0.202 0.806 3.224 0.262 0.858 63.20
0,9| 0.207| 0.825| 3.291 0.216 0.862 3.449 0.281 0.0R496
0,95| 0.227 | 0.908| 3.629 0.23 0922 3686 0.3p1 1.008 23.80
1 0.25 1.00 4.00 0.246 0984 3936 0.3p1 1.089 3:#.h2
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Rys.3. Wykresy @du sredniokwadratowego MSE, dla poszczeg6linych metgéhazania z
tabeli 2 w funkcji parametru wygtadzania dla poziomu zaklocenia®=0.25.

MSE_y — wygt. wyktadnicze, MSE_y3- zmodyfikowargg. wila 3 pkt. , MSE_y5 -
zmodyfikowane wygt. dla 5 pkt.

Tab. 4. Wartéci bledu sredniokwadratowego MSE poszczegdinych metod wyayhzidla
réznego poziomu zakiécenia w funkcji parametru wydgadzo, dla rozktadu
biekspotencjalnego (Laplace'a)

Wygladzanie wyktadnicze Zmodyfi_kowane Zmodyfi_kowane
(1) Wyg+adzan|e’ (8) dla 3- Wygladzanle, (8) dla 5-
unktéw unktéw

a |0°=0,25| ¢*=1 | ¢’=4 |0°=0,25| o°=1 | o°=4 |0’=0,25| o’=1 | o’=4

0 | 8795 | 7.225| 19.694 0.08 0.295 1.4p64 0.084 0/24 9360,
0,05/ 1.376 | 1.396| 1.805 0.081 0.294 1473 0.085 0.244 4409
0,1| 0.705| 0.748] 1.02§ 0.088 0.297 1.4pP4 0.087 0.p52965
0,15| 0.504 0.56 0.959| 0.086 0.304 1.527 0.09 0.264 1/00
0,2| 0.393| 0.469] 1.001 0.089 0.313 1.5f3 0.093 0.p81L049
0,25/ 0.316 | 0.416| 1.081] 0.093 0.327 1.631 0.008 0.301 1211
0,3| 0.259| 0.386) 1.181 0.098 0.344 1.702 0.104 0.32K189
0,35/ 0.219 | 0.374| 1.298] 0.104 0.364 1.785 0.111 0.355 7912
04| 0.191| 0.375 1.428 0.11 0.388 1.88 0.119 0.387.3841
0,45/ 0.173 | 0.387| 1.568] 0.118 0.416 1.988 0.128 0.424 0215
05| 0.161| 0.409] 1.719 0.126 0.447 2.1p8 0.138 0.466634
0,55/ 0.156 | 0.438| 1.879] 0.134 0.482 2.241 0.149 0p1 9L[77
0,6 | 0.155| 0.474 2.05 0.144 0.52 2.386 0.161  0.5599391
0,65/ 0.158 | 0.517| 2.232] 0.154 0.562 2.544 0.174 0.612 1211
0,7| 0.164| 0.566] 2427 0.166 0.607 2.714 0.188 0.568299
0,75/ 0.172 | 0.621| 2.637] 0.178 0.656 2.896 0.203 0.731 0.5
0,8| 0.183| 0.682] 2.863 0.191 0.709 3.0p1 0.22 0.V9B.715
0,85| 0.196 0.75 3.109] 0.203 0.7656 3.298 0.2B7 0.865 3R.p4
09| 0.212| 0.825 3.374§ 0.219 0.824 3.518 0.255 0.93®185
0,95/ 0.230 | 0.908| 3.673] 0.234 0.887 3.76 0.2f4 1.017 23.44
1 | 0.250 1.00 4.00 0.251 0.954 3.994 0.2P5 1.098 1237
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4. WNIOSKI

Wyniki poszczegolnych testow zebrano w tabelach . 2Ahalizujac wyniki
poszczegolnych prob mpa stwierdai, ze proponowana metoda daje mniejszydbt
sredniokwadratowy dla zaktécenia o warianefic0.25 i 1, natomiast dla wagi 4, nie
zaobserwowano wkszej poprawy procesie wygtadzania zmodyfikowanylgogtmem.
Wynika to z faktu,ze w proponowanym algorytmie, zachodzi kompromisedzy
zmniejszaniem wariancji zaktécenia, a wiernym odwm@niem sygnatu niezaktiéconego.
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