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WYZNACZANIE ILOCZYNU ZBIOROW ROZMYTYCH Z WYKORZYSTA  NIEM
NIENASTAWIALNYCH OPERATOROW T-NORMY

W referacie przedstawiono nienastawialne operatofynormy. & one
specjalnym typem funkcjizywanym w logice wielowarfoiowej, a doktadnie
w logice rozmytej. T-normygsuogOllnieniem zwyklego logicznego operatora
iloczynu znanego z logiki Boole'a. Dla wepwych funkcji sigmoidalnych
wyznaczono rozmyte funkcje przygatci nienastawialnych operatoréw T-normy.
Rezultaty obliczezaprezentowano w postaci graficznej.

DETERMINING THE PRODUCT OF FUZZY SETS USING NON-AD JUSTABLE
T-NORM OPERATORS

The paper presents non-adjustable T-norm operatofbese operators
are a special kind of function used in multi-valuedic, exactly in fuzzy logic.
T-norms are a generalization of the usual logigaoduct operator known
in Boolean logic. Fuzzy membership functions of-adjustable T-norm operators
were calculated for the input sigmoidal functioifie results of calculations were
presented in the graphic form.

1. WSTEP

W klasycznej teorii zbioréw operacja iloczynu jegisunkowo prostym i jednoznacznie
zdefiniowanym dziataniem matematycznym. Jednak wypgmdku zbioréw rozmytych
zagadnienie to ma charakter bardziejzalyy. Uwarunkowane jest to tymz izbiory
rozmyte skladaj sic z elementdw, ktére nale do nich w petni lub tylko egciowo.

lloczyn zbioréw rozmytych A i B oki&onych w pewnej przestrzeni rozia X mozna
zdefiniowa wykorzystuapc operator minimum w odniesieniu do funkcji przyeialosci,
ktére opisup zbiory wefciowe. Zastosowanie operatora minimum powoduge warteé
funkcji przynalenosci iloczynu zbiorow rozmytych zalg wytacznie od wartéci
mniejszej, w danym przedziale, funkcji #&pwej. Natomiast wartd wigkszej,
oczywiscie w danym przedziale, funkcji przynatesci nie wptywa na wynik kacowy, co
stanowi pewa wack operatora minimum. Dlatego Aepowstato wiele innych definicji
iloczynu zbioréw rozmytych. Wprowadzono réwnigojecie T-normy, czyli klasy funkgciji
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odwzorowujicych operagj iloczynu. Operator T miemy nazywa operatorem T-normy,
jezeli spetlnia nagpujace warunki: tasama@¢ przestrzeni odwzorowi przemienngg,
tacznad¢, monotoniczn& i tozsamaé jedynki.

Do nienastawialnych operatoréw T-normy, oprocz wsp@nego ju wczeniej
operatora minimum, m@emy zalicz¢ nastpujace iloczyny: algebraiczny, drastyczny
(nazywany take ostrym), tukasiewicza, Einsteina oraz Hamach@faprzypadku tych
operatorow algorytm dziatania jest staly, parameigdatkowe zwane iestopniami
swobody operatora nie wygtuja, a wynik kaicowy zaley wytacznie od parametrow
wejsciowych zbioréw rozmytych [2, 5, 6, 8, 11].

2. PODSTAWOWE POJECIA TEORII ZBIOROW ROZMYTYCH

Teoria zbioréw rozmytych pozwala na matematycznyis opceny jakéciowej
okreslonych wielkaci fizycznych. W konsekwencji umibwia to przetworzenie
subiektywnej informacji i udoskonalenie tradycyjhymetod modelowania i sterowania
réznorodnych uktadéw [7, 12]. Podstawowym @o¢m tej teorii jest zbidr rozmyty (ang.
fuzzy set), ktéry w przypadku og6lnym geomie charakter aigly lub dyskretny.

Zbiorem rozmytym A, okrdonym w pewnej przestrzeni rozuah X, nazywamy zbior
wszystkich par |{a(x), X), ktére utworzono dla kdego elementu x nalgcego do
przestrzeni X [1, 2, 5, 10], czyli:

OxOX: A ={(1a (0. %)} (1)

gdzie: pua — funkcja przynalenosci zbioru rozmytego A
Ma(X) — stopié przynalenosci elementu x do zbioru A

Funkcja przynalenosci przyporadkowuje kademu elementowi X pewnwartcsé
liczbowa, ktéra naley do przedziatu obustronnie domktdgo(0, 1). Wartai¢ ta nazywana
jest stopniem przynateosci i moze by wyrazona w postaci: formuty matematycznej,
tabeli lub te wykresu zaréwno o charakterzeaglym, jak réwnie dyskretnym. Par
(Ma(X), X) nazywa s singletonem rozmytym i oznacza jakn(x)/x. Woéwczas posta
0golm ciagtego zbioru rozmytego nina zapisé&w nastpujacy sposob [2, 6, 11]:

OxOX: A=juA(x)/x )(2
X

Powyzsza formuta oznaczag zbidr rozmyty A jest calkmnogdgciowa par {ua(x), X).
W przypadku dyskretnego zbioru rozmytego stosujensitomiast nagpujaca zaleznosé
[2, 6, 11]:

OxOX: A :Zn:p-A(Xi)/Xi = Ha (X)/Xg M (X2)/ X+t (X)) /X €))
i=1
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Przedstawiona formuta wskazujee dla przypadku dyskretnego zbiér rozmyty A jest
sumy mnogaciowa wszystkich pari{a(X), X) przestrzeni rozwan X. Z zaprezentowanych
zaleznosci (1-3) wyranie wynika, ze wyznaczenie iloczynu zbioréw rozmytych w
przypadku ogdlnym jest zagadnieniemzzioym.

3. OPERATORY ILOCZYNU ZBIOROW ROZMYTYCH

lloczyn dwoch zbioréw rozmytych A i B okdlenych w przestrzeni rozwan X
definiujemy przy pomocy nagtujacej zalenosci [2, 4, 5, 9]:

OXOX : fipang(X) = min(ua(¥), g (X)) (4)

Z przedstawionej definicji iloczynu zbioréw rozmgty wynika, ¥ wartag¢ funkcji
przynalenoici U a.e(X) zalezy wytacznie od wartéci mniejszej, w danym przedziale
funkcji sktadowejpa () lub pg(x). Natomiast wart& wiekszej, oczywdcie w danym
przedzialex, funkcji przynaleénosci nie wptywa na wynik kacowy. Mazna to przedstawi
przy pomocy ilustracji graficznej, kidzaprezentowano na rys. 1.

() A () A
P e mww L0

1 1

v

0 X x 0 X x

Rys. 1. Przyktadowe wykresy funkcji przysadéci zbioréw rozmytych A i B oraz iloczynu
zbiorow AnB

Przedstawiona definicja iloczynu zbiorow rozmyty@st jedm z wielu maliwych.
Dlatego te w literaturze [2, 3, 6, 8] wprowadzono poie T-normy, czyli klasy funkcji
odwzorowujicych operag iloczynu. Operator T nazywamy operatorem T-norjeyeli
spetnia nagpujace warunki:

a) tazsamd¢ przestrzeni odwzorowia

T:[01]x[01] - [0,1] (5)

b) przemienn&t

T (1 (X),Mp(X)) = T (g (X), 1A (X)) (6)
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c) facznas¢
T(a 00T (e 0.1 () =T(T (A ()1 (O ke (X)) )
d) monotonicznée
Ha () 2Hc(¥) O Hp(x) 2 Hp(¥) = T(a ().He(x)2 T Mo (¥)  (8)
e) tazsamac¢ jedynki
T (A (¥),2) = pa (X) 9)(
Do podstawowych nienastawialnych operatorow T-noroprocz zdefiniowanego ju
wczesniej za pomog zaleznoici (4) operatora minimum, nzoa zaliczy [2, 5, 6, 8, 11]:
1) lloczyn algebraiczny
OX DX : Hanp(X) = prod(pa (x),1g(x)) = Ha (x) Qg (X) (10)

2) lloczyn drastyczny

Ma(X) diapg(x) =1
OX DX : Haqg(X) = Prodygs(ia (X).1s (X)) = {Hg(x) dlap,(x) =1 (11)
0 w innychprzypadkah

3) lloczyn tukasiewicza
OXOX : Ha g (X) = Prodyy (s (x).1p (X)) = max(O,p, (x) +pg(x) - 1) (12)
4) lloczyn Einsteina

M (X) [pg(X) (13)
2= (1A () + Mg (X) — Ha (X) Qg (X))

Ox DX : Panp(X) = prodey, (Ha (x), ke (X)) =

5) lloczyn Hamachera

Ha (X) [Hg(X) (14)
Ha (X) +Hg(X) =Ha (X) Qug(x)

OX OX & a5 (X) = Protham (a (%), Mg (X)) =

Przedstawione zataosci okreflaja wyznaczanie iloczynu w odniesieniu do dwdch
zbioréw rozmytych. W przypadku gkszej ilasci zbiorow wegciowych iloczyn obliczamy
stopniowo, zawsze w odniesieniu do pary zbioréwleikms¢ wyznaczania iloczynow
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sktadowych nie ma znaczenia, poniewaszystkie prezentowane T-normy spetmiaj
warunek przemienrsgi i tacznaci.

4. WYZNACZANIE FUNKCJI PRZYNALE ZNOSCI OPERATOROW T-NORMY

W celu poréwnania rezultatéw uzyskiwanych przy asstvaniu ranych operatorow T-
normy zrealizowano, przy wykorzystaniu pakietu Mhbfl odpowiednie skrypty
prezentujce dziatanie wybranych operatorow. \dépwe zbiory rozmyte zostaty opisane
za pomog sigmoidalnej funkcji przynafmosci, ktérej postd ogdélra mozna przedstawi
stosujic nastpujaca formuke [6, 11]:

H(x) = TreacD 15§

gdzie: a — wspétczynnik nachylenia funkcji w purkpirzeggcia
b — wspétredna punktu, dla ktérego stopigerzynalenosci funkcji wynosi 0.5

Do obliczer zastosowano trzy sigmoidalne funkcje przymasci, ktére mana opisa
Zza pomog nastpujacych zalenosci:

1
Ha (X) = 1‘1+e_w (16)
_—1 17
HB(X) - 1+ e_z(x_4) 0
_—1 18
uC(X) - 1+e_1(x_4) ( )

Obliczenia przeprowadzono dla symetrycznych osidwtkcji przynalenosci A i B
oraz dla niesymetrycznych osiowo funkcji A i C. IMazdej pary funkcji wyznaczono po
pie¢ operatoréw T-normy. Nie obliczano iloczynu dragtyego, poniewa zaleznosé
matematyczna, ktéra go opisuje nie ma praktyczneggtosowania w odniesieniu do
funkciji o charakterze asymptotycznym i jednaeee nieskaczenie wielkim néniku.

Wykresy funkcji przynalenosci dla wefciowych zbioréw rozmytych zaprezentowano
na rys. 2 i 4. Natomiast wyznaczone funkcje przgiradéci z wykorzystaniem wybranych
operatoréw T-normy zostaly przedstawione na ryis5.3
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rozmytych: A - funkcja lewa

M(X) zbioréw

przynaiesci

Rys. 2. Wykresy funkcji

sigmoidalna, B - funkcja prawa sigmoidalna

Rys. 3. Wykresy rozmytych funkcji przytadéci f(x) wyznaczone dla nagtujgcych

operatoréw T-normy: IM — iloczyn minimum, IH- ilgggHamachera, A - iloczyn

algebraiczny, IE - iloczyn Einsteina, It

- iloczZlynkasiewicza
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przynadesci  ((x) zbiorébw rozmytych: A -funkcja lewa

sigmoidalna, C - funkcja prawa sigmoidalna

Rys. 4. Wykresy funkcji

ji przyiadéci (X) wyznaczone dla nagtujgcych
iloczyn minimum, IH- ilgcgHamachera, IA - iloczyn

Rys. 5. Wykresy rozmytych funkgciji
operatoréw T-normy: IM

iloczZiyukasiewicza

algebraiczny, IE - iloczyn Einsteina, It



2558 Krzysztof OLESIAK

5. WNIOSKI

Wykresy rozmytych funkcji przynateosci wyznaczone dla poszczegodlnych
operatorow T-normy pokazyjiz najwigksz wartcs¢ otrzymuje st w przypadku iloczynu
minimum, ktéry z tego wzgtlu uznawany jest za najbardziej optymistyczny dpera
Nastpne w kolejnéci &1 iloczyny: Hamachera, algebraiczny, Einsteina i dsikwicza. W
odniesieniu do symetrycznych osiowo funkcji przyaabsci uzasadnione jest stosowanie
dowolnego operatora T-normy z wifiem iloczynu tukasiewicza, poniewaw tym
przypadku otrzymuje sifunkcje przynalenosci opisupca zbiér rozmyty pusty. Natomiast
celowe jest stosowanie iloczynu tukasiewicza w agfiu gdy wejciowe funkcje
przynalenosci s niesymetryczne osiowo. W przypadku funkcji o piegh
asymptotycznym i jednocgeie nieskaczenie wielkim néniku nie wyznacza siiloczynu
drastycznego, ktéry z tego wedl tez ma ograniczone zastosowanie.

Podsumowujc mana stwierdz, ze kazdy z przedstawionych operatoréw T-normy ma
okreslone cechy charakterystyczne i to w konsekwencjruwkuje obszar zastosowa
ktory wynika bezpérednio z rodzaju weégiowych funkcji przynalencsci oraz ich
parametréw.
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