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ALTERNATYWNA METODA ROZWI AZYWANIA
KWADRATOWEGO ZAGADNIENIA PRZYDZIALU

Streszczenie

Kwadratowy problem przydziatu polega na takim wsm@eniu fabryk (obiektéw) w lokalizacjach, aby
calkowity koszt wyraony jako suma iloczynow odlegi miedzy obiektami i strumieni towaréw
przeptywajcych miedzy tymi obiektami byt jak najmniejszy. Artykut tgmzedstawia nowy sposéb modelowania
problemu przy wykorzystaniu graféw dwudzielnych nowy sposéb rozweania problemu, krok po kroku,
polegajicy na znalezieniu maksymalnego dopasowania o mingpavadze z uwzgbnieniem fizycznego
umiejscowienia fabryk (obiektow) w lokalizacjach.
Stowa kluczowe:kwadratowe zagadnienie przydziatu, graf dwudzielny

1. WPROWADZENIE

Kwadratowe zagadnienie przydziatlu polega przydzederu fabryk do zbioru lokalizacji
przy uwzgtdnieniu odlegtéci pomicdzy lokalizacjami i strumieni towaréw pogizy
fabrykami [1]. Gtownym celem jest taki przydziatpya koszt tego przydziatu byt jak
najmniejszy, czyli gtbwnym zdaniem jest zminimalizamie sumy iloczyndéw przeptywu i
dystansow midzy fabrykami. Szukamy minimum C$jeprzez C oznaczabedziemy koszt
przydziatu:

C= Z strumiei( x,y) x odlegtaé( x,y) (1)
x,y: fabryki

W szczegOlnéci naszym zadaniem jest znalezienie takiej pernjiuthan-elementowej, ktéra
minimalizuje:

n n

HZAEDIDRUEIE IO (2)
i=1 j=1

gdzie:

11(i) - lokalizacja przypisana do elementu i.

Zazwyczaj wartéci strumieni jak i odlegkci przedstawia gi za pomog dwdch macierzy
kwadratowych o warteiach rzeczywistych. Jednak mazna te kwadratowe zagadnienie
przydzialu przedstawi za pomog jednej macierzy kwadratowej reprezentej graf
dwudzielny o dwdch zbiorach wierzchotkdw X i Y, @gelZ oznaczéa bedzie strumienie, a Y
odlegicci i wowczas kwadratowe zagadnienie przydzialu mziedstawione jako zwykie
liniowe zagadnienie przydzialu z dodatkowym warenki dotycacym wiaciwego
przypisania strumieni do odlegtn. To wiaciwe przypisanie strumieni do odlegbd ma
uwzgkdnia faktyczne fizyczne przypisanie fabryk do lokaligac
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Istnieje wiele sposobdéw rozyaywania liniowego i kwadratowego zagadnienia prisidz
wsrod ktérych mana wymiené migdzy innymi: metod wegiersky, metod najkrotszej
sciezki powickszapcej, metod zachtana i metod branch-and-bound oraz inne [1..10].

2. METODA UZYSKANIA ROZWIAZANIA

W pierwszej kolejnéci nalezy utworzy¢ macierz kwadratowreprezentujca graf dwudzielny
ze zbiorami wierzchotkow reprezentaych strumienie i odlegéai DF na podstawie dwoch
kwadratowych macierzy odledia miedzy lokalizacjami D i strumieniami rglzy fabrykami
F. Nastpnie korzystajc z metody wgierskiej naley wyznaczy przydziat strumieni do
odlegtcgci 0o minimalnym koszcie. 3k przydziat strumieni do odlegési odpowiada
fizycznemu przypisaniu fabryk do lokalizacji mamgzwiazanie kwadratowego problemu
przydziatu, w przeciwnym przypadku uzyskany przgtlzzawiera w sobie niewdaiwe
przypisanie strumieni do odlegto i koszt przydziatu jest mniejszy od kosztu przigd, jaki
wystepuje przy minimalnym koszcie rozyzania kwadratowego zagadnienia przydziatu i
wtedy naktadamy karna uzyskane rozwzanie poprzez zwkszenie wartéci wag o jeden
dla wszystkich krawdzi tworzcych uzyskane rozwtanie w kwadratowej macierzy grafu
dwudzielnego. Metagpowyzsza mazna przedstawiw postaci dwoch zasadniczych krokow:
1) wymnaenie przez siebie kwadratowych macierzy odl&gt® i strumieni F i stworzenie
macierzy DF reprezentigej graf dwudzielny, gdzie:

- wierzchotki X to wierzchotki odlegkei

- wierzchotki Y to wierzchotki strumieni

- wierzchotki X i Y pohczone § krawedziami o przypisanych wagackdacych iloczynami
strumieni i odlegtéci

2) powtarzaj, auzyskasz rozwgzanie zagadnienia QAP

- wyznaczenie przydziatu o minimalnym koszcie metadgiersk

- weryfikacja czy otrzymane roza#anie to rozwgzanie zagadnienia QAP

- gdy nie ma rozwizania nata kare na krawedzie uczestnice w otrzymanym przydziale

3. PRZEBIEG DZIALANIA METODY ALTERNATYWNEJ

Przedmiotowy przyktad okéony zostanie przez dwie macierze odlégid i strumieni F,
ktOre zostaly przedstawione w tabeli 1.

Tabela 1. Macierz odlegtéci D i macierz strumieni F.

D|1]|2]|3/4|5/F|1/2|3]4|5
1|-110/6/4|7|1|-]4/5|2|3
2110] - |1[8|5]|2]|4|-]2|1|2
3/16]1|-[2]9[3]|5|2]-|3]|2
414182 -13/4[2|1[|3|-]2
5/7]15]9[3|-/5[3|2|2|2]-

W tabeli 2 przedstawiono macierz DF, w ktorej kohynix,y) reprezentuj strumienie mgdzy
fabrykami x i y, za& wiersze (k,m) odlegidci migdzy lokalizacjamik i m. Elementy tej
macierzy to iloczyny odlegkai i strumienia i § wagami grafu dwudzielnego. W macierzy DF
identycznymi kolumnamiags12 i 45 oraz 15 i 34, a tak cztery kolumny: 14, 23, 25 i 35.
Identycznd¢ tych kolumn pod wzghlem wartéci w nich zawartych pozwala na bezkosztowe



zamienianie odpowiednich dla nich strumieni, ki€&r@oprzez te kolumny reprezentowane, w
otrzymanych przydziatach do odleggp

Tabela 2. Macierz DF reprezentujca graf dwudzielny powstata z wymngenia macierzy D i F.

DF [(1,2)[(1,3)[(1,9)] (1,5)[ 2,3)] 2,4)[ (2,5)] (3,4)] (3,5)] (4,5)
12)] 40| 50| 20| 30| 20 10 20 30 20 4o
(1,3) 24 | 30| 12| 18] 12| 6] 12 18 12 24
14) 16 | 20| 8| 12| 8| 4| 8] 124 8 16
(15| 28 | 35| 14| 21| 14/ 7| 14 21 14 28
23 4 | 5| 2| 3| 2| 1] 2| 3| 2| 4
24) 32| 40| 16| 24| 16] 8| 18 24 16 3P
25) 20 | 25| 10| 15| 10 5| 10 15 10 20
34 8 | 10| 4| 6| 4| 2| 4| 6| 4| 8
(35) 36 | 45| 18| 27| 18] 9| 18 27 18 3p
@5 12 15| 6| 9| 6] 3] 6] 9] 6 12

Metoda vegierska stay do wyznaczenia w kalym wierszu i w kadej kolumnie elementu
minimalnego i pomniejszenie o ich waitowszystkich elementdow macierzy tak, aby
otrzyma w kazdym wierszu i kolumnie zero i wtedy przgstije s¢ do uzyskania przydziatu,
co przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3. Macierz DF z wyznaczonym przydziatem porpcedurze wegierskiej.

DF [(1,2)] (1,3)[(1,9)][(1.5)](2,3)[ (2.4)[(2,5] (3.4 (3.5)] (4,5)
@2 13 22 1] 6| 1| o| 1| 6] 1| 13
13)] 4 9 o] 1] o 3] o] 1] of 4
a4 1 4] 1] o] 1| 6| 1] o] 1| 1
a5 6 [ 12] o] 2] o| 1| o] 2] o| 6
23) o o 6] 2| 6| 13] 6] 2| 6/ 0
24 8 15 o] 3] o| 1| o] 3] o 8
25 2 5 o] o ol 4] o o] of 2
B4 o | 1| 4] 1] 4| 11] 4| 1] 2| o
35|10 18] o] 4] o] o] o] 4] o 1d
@5 o 2 2] o] 2| 8] 2] o] 2 o

Aby zweryfikowa czy wyznaczony przydziat o minimalnym koszcie jesgwiazaniem
problemu przydziatu z kwadratowym wgkekiem jakaci nalezy sprawdzé, czy przypisane
strumienie przeptywu mdzy fabrykami do odlegkei pomkdzy lokalizacjami tych fabryk
odpowiadaj fizycznemu umiejscowieniu fabryk w lokalizacjach.

Na rysunku 1 przedstawiono przypisanie strumienbdtegtcci na podstawie otrzymanego
przydziatu z rysunku 2. Zamiany bezkosztowe palzy strumieniami mdiwe sa wsrod
nastpujacych podzbiorow (12,45), (14,35,23,25) oraz (15,84)., ze maliwa jest ich
zamiana bez powkszania kosztu przydziatu. Strumienie 13 oraz 24 maj swoich
bezkosztowych zamiennikéw. Fabryka 1 w lokalizdcjnie mae by umieszczona, gdy
uwzgkdniajac nawet bezkosztowe zamiany strumieni niezmaoprzypisé odlegtgciom od
lokalizacji 1 strumienif i f13. Fabryka 2 w lokalizacji 1 nie mie by umieszczona, gdynie
maozna przypisa strumienia f,. Fabryka 3 rownienie mae by umieszczona w lokalizacji 1,
gdyz nie mana przypisé strumienia f3. Fabryka 4 i 5 ze wzgllu na brak przypisania
strumienia fs do zadnej z odlegitri od lokalizacji 1 do pozostatych.
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Rys. 1. Krawgdzie od lokalizacji 1 do pozostatych z przypisanymstrumieniami f.
Zrédto: opracowanie wiasne

W zwiazku z powyszym, ze wzgldu na to,ze uzyskany przydziat o minimalnym koszcie
strumieni do odlegkxi nie jest przydzialem spetnigym warunek, jaki ma spetdia
rozwiazanie kwadratowego zagadnienia przydziatu, czzlidznego umiejscowienia fabryk w
lokalizacjach, naktadamy karna krawdzie uczestnice w tym dopasowaniu poprzez
powigkszenie ich wartei wag o jeden.

Tabela 4. Uzyskane przydzialy w trakcie stosowaniprzedstawionej metody.
Uzyskany przydziat C|l Czy
QAP
(12,24),(13,25),(14,34),(15,23),(23,13),(24,14),1%,(34,45),(35,35),(45,12122| NIE
(12,35),(13,34),(14,12),(15,25),(23,45),(24,24),225,(34,13),(35,14),(45,15127| NIE
(12,24),(13,14),(14,34),(15,35),(23,13),(24,25),1%,(34,12),(35,23),(45,45122| NIE
(12,25),(13,34),(14,12),(15,35),(23,45),(24,24),225,(34,13),(35,14),(45,15127| NIE
(12,23),(13,15),(14,14),(15,24),(23,13),(24,25),125,(34,34),(35,35),(45,45131| NIE
(12,24),(13,15),(14,34),(15,35),(23,12),(24,25),0%5,(34,45),(35,14),(45,13125| NIE
(12,23),(13,25),(14,12),(15,24),(23,34),(24,35),1%),(34,13),(35,14),(45,450129| NIE
(12,35),(13,34),(14,25),(15,23),(23,12),(24,24),4%5,(34,15),(35,14),(45,13131| NIE
(12,24),(13,35),(14,45),(15,23),(23,13),(24,14),825,(34,12),(35,25),(45,15123| NIE
(12,35),(13,34),(14,15),(15,23),(23,45),(24,24),125,(34,13),(35,14),(45,25130| NIE
(12,14),(13,34),(14,13),(15,24),(23,15),(24,23),0%5,(34,12),(35,35),(45,45132| NIE
(12,24),(13,35),(14,34),(15,25),(23,13),(24,23),4%5,(34,12),(35,14),(45,15124| NIE
(12,25),(13,23),(14,12),(15,24),(23,45),(24,35),1%5,(34,34),(35,14),(45,13125| NIE
(12,23),(13,15),(14,14),(15,25),(23,45),(24,24),125,(34,34),(35,35),(45,13131| NIE
(12,24),(13,15),(14,13),(15,14),(23,12),(24,23),8%,(34,45),(35,25),(45,34127| NIE
(12,24),(13,14),(14,13),(15,23),(23,15),(24,25),825,(34,45),(35,35),(45,12128| NIE
(12,24),(13,34),(14,12),(15,23),(23,15),(24,25),8%,(34,13),(35,14),(45,45127| NIE
(12,24),(13,35),(14,12),(15,25),(23,15),(24,14),4%5,(34,13),(35,23),(45,34128| TAK

Po nalaeniu kary powtarzamy pagtowanie tak jak uprzednio w celu otrzymania przgtlri
o minimalnym koszcie. Powtarzamy tak dopéty, dopdikei otrzyma i takiego przydziatu
strumieni do odlegkri, ktéry hkedzie odpowiada fizycznemu przypisaniu fabryk do
lokalizacji. Przydziaty strumieni do odleglh uzyskane w wyniku powtéraezawarto w
tabeli 4. Przydziaty 15, 16, 17 i 18 otrzymano ra@giawie jednej macierzy z zerami w
kazdym wierszu i kolumnie otrzymanej w wyniku wyznaceekrawedzi uczestniczcych w



przydziale o minimalnym koszcie metpdegiersky. Przy uzyskaniu danego przydziatu wagi
krawedzi uczestniczce w tym przydziale s zwickszane o jeden i ponownie mejod
wegiersky wyznacza si przydziat o minimalnym koszcie.

Rys. 2. Przydziat 18 strumieni do odlegkei od lokalizacji 1 do pozostatych.
Zrédto: opracowanie wiasne

Dla ostatniego przydziatu z tabeli 4 przedstawianeg rysunku 2 wynika,e w lokalizacji 1
jest umieszczona fabryka 2.



Tabela 5. Permutacje przestrzeni rozwjzan kwadratowego zagadnienia przydziatu i koszty C.

Permut.| koszt| Permut. koszt| Permut. koszt| Permut. koszt| Permut.| koszt

12345 | 155| 21345 142 31245 165 41235 153 51p34 |154
12354 | 164| 21354 149 31254 1%4 41253 144 51p43 |146
12435 | 158| 21435 1783 31425 183 41325 150 51324 |159
12453 | 167 21453 156 31452 159 41352 138 51342 140
13245 | 171| 21534 169 31524 179 41523 157 51423 |170
13254 | 158| 21543 149 31542 1%6 41532 154 51432 |159
13425 | 172| 23145 144 32145 141 42135 135 52134 (136
13452 | 154| 23154 131 32154 140 42153 146 52143 148
14235 | 158| 23415 158 32415 163 42315 149 52314 |154
14253 | 167 23451 141 32451 153 42351 154 52841 |163
14325 | 146| 23514 160 32514 1%8 42513 137 52413 |159
14352 | 142| 23541 156 32541 160 42531 144 52431 |139
14523 | 144| 24135 145 34125 153 43125 146 53124 |139
14532 | 147 24153 162 34152 169 43152 144 53142 |150
15234 | 148| 24315 128 34215 138 43215 159 53214 |152
15243 | 170 24351 161 34251 167 43251 154 53p41 (174
15324 | 162| 24513 148 34512 137 43512 157 53412 (148
15342 | 167 24531 142 34521 150 43521 158 53421 |139
15423 | 158| 25134 135 35124 147 45123 165 54123 |164
15432 | 141| 25143 165 35142 164 45132 152 54132 |163
12534 | 164| 25314 140 35214 142 45213 152 54213 |151
12543 | 156| 25341 168 35241 172 45231 160 54231 |171
13524 | 174 25413 140 35412 135 45312 150 54312 |142
13542 | 167 25431 136 35421 148 45321 170 54321 |163

Fabryka 4 nie jest umieszczona w lokalizacji 1wzgledu na brak przypisania strumienia f
do odlegtdci od tej lokalizacji do pozostatych. Fabryki 1j 3 nie mog znajdow& si¢ w
lokalizacji 1, gdy odlegtaci (1,2) pom¢dzy lokalizacy 1 i 2 przypisano jedynie strunid,,
wystepujacy pomkedzy fabrykami 2 i 4, co wyklucza fizyczne umiejscemie w lokalizacji 1
innych fabryk nk 2 i 4. Dalsze prztedzenie przydziatu 18 dla pozostatych lokalizacji
umazliwia ustalenie,ze w lokalizacji 2 znajduje sifabryka 4, w trzeciej fabryka 3, Zav
czwartej i patej odpowiednio fabryka 1 i 5. Otrzymano wobec tggomutacgi 24315. Jak
wida¢ z tabeli 5 jest to permutacjacdaca rozwizaniem kwadratowego zagadnienia
przydziatu o najmiszym koszcie i otrzymany wynik jest wynikiem prateiadym.

4. ZAKONCZENIE

Przedstawiona alternatywna metoda razyivania kwadratowego zagadnienia przydziatu ze
wzgledu na wyznaczanie kolejnych przydziatdbw o minimainkoszcie nie spetniggych
warunku fizycznego umiejscowienia fabryk w lokalijgch wymaga przeprowadzenia
szereguzmudnych oblicze i nie jest z tego powodu zbyt efektywna. Gtawej zalet w
stosunku do istniegych juz metod jest jej odmiensé w sposobie uzyskania rozygania i w
tym wzgkdzie jest to sposoOb oryginalny, nowy i dotychczas wpublikowany w
czasopismach naukowych.
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ALTERNATIVE METHOD FOR QUADRATIC ASSIGNMENT
PROBLEM

Abstract

A new method for quadratic assignment problem iss@nted. The problem is modeled by a
bipartite graph. Hungarian method is used for figdihe solution: the assignment with minimum
costs is found, but this solution must take irdosideration of real objects localizations.

Kyewords: quadratic assignment problem, bipartite graph



