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DRGANIA PLYT — OD CHLADNIEGO DO WSPOLCZESNO S$ClI

W referacie podano szkic historyczny rozwoju meikid@oretycznej od stafgtnasci
do czasOw wspotczesnych. Oméwionqgrsicia polskich autoréw w mechanice w okresie
przedwojennym. Na tle rozwoju historycznego meéhgadano poazki zagadnienia
dynamiki ptyt. Omoéwiono badania Chladniego nad zgeniem wtasnym piyt. Podano
prosty program komputerowy prowagy do tzw. figur Chladniego. Przeanalizowano
réwnania ruchu ptyty cienkiej Kirchhoffa i ptytseedniej grubgci Mindlina. Podano kilka
zastosowa teorii ptyt w przyktadach obliczeniowych w tym slanje komputerowe MES.

VIBRATIONS OF PLATES FROM CHLADNI'S TO THE PRESENT DAY

The paper deals with problems of vibrations of gdatFirst the historical review
concerning engineering mechanics from ancient waritdl contemporaneity is presented.
Achievements of pre-war Polish scientists is diseds Next, at the background of
mechanics, the beginning of the problem of dynaroicplates is displayed. Further
Chladni’s research concerning eigen problem of gdadre presented. Equations of motion
of Kirchhoff's plate, and Mindlin’s plate are anald along with numerical results.
Computer algorithm for Chladni’'s figures determiivat as well as some computer
simulations are showed.

1. WSTEP | RYS HISTORYCZNY

Trzy nauki uwaane g za najstarsze wiecie: matematyka, astronomia i mechanika,
ktora do czaséw Newtona byta w zasadzie systeméomoficznym. Pocatki rozwoju
mechaniki sigaja do gkbokiej staraytnosci Babilonu, Egiptu, Mezopotamii i Rzymu.
Nazwa mechanika wywodzi esiz staraytnej Grecji, a dokladniej z greckiego teatru
staraytnego i jest zwizana z nazwiskiem Arystotelesa (384-322 p.n.e.iclde stowo
~uexave” [czytaj] ,mechane” ma wiele znaczeOznacza nedzy innymi machia teatraln,
podnoszca do goéry i opuszczaga w dét aktora z wigcem laurowym na skrzyni,
symbolizupcego boga. St p&niejsze znane powiedzenie w stasimym Rzymie gleus ex
machina” czyli bég z machiny. Jak pisze Newton w Princypigt687), drugie znaczenie
stowa ,mechane” w czasach staytnych oznacza réwnie mechanizm, wynalazek,
sposob, fortel, podgd, metoda. Jak bowiem podgteciezki blok kamienny w gé&f
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stosunkowo mat sita? Wynaleziono #wignie. Jak podni& ciezka kamienn gtowice
kolumny na wysok& 20 metrow? Wynaleziono vt wielokrazek i polikrazek.
Arystoteles, nauczyciel i wychowawca Aleksandra btimskiego w trzech kggach o
fizyce: "O ziemi”, ,0 niebie” i ,O przyczynach i kaitkach” pisal, ze sita jest
proporcjonalne do masy i gikasci przy zalgeniu uktadu geocentrycznego Ptolemeusza,
co nie jest zgodne z @wiadczeniem i co zahamowato rozwdj mechaniki naapof000
lat.

F=mv 1)

Rys. 1. Mechanika w statginym Egipcie wg monografii Macha [7]

Drugim uczonym z tzw. okresu Atskiego byt Archimedes (287-212 p.n.e.). Jak
wykazup najnowsze badania byt muzjgnany z déwiadczenia réwnolegtobok sit, prawo
dzwigni, srodek cezkosci i sposéb jego wyznaczania. Ruch w rozumieniuséoielesa to
zmiana jednego stanu w drugi ,bogatego w biednegdiprego w zdrowego”. Ruchy
podzielono na naturalne i wymuszone. Naturalnyedzie ruch kamienia w dét, a
ptomienia do géry. Ruch wymuszony to rzut kamiesdagéry. Obrét kota to taki ruch w
ktérym jego gorna potowa przemieszczawiprawo, z& dolna w lewo. Od Arystotelesa z
greki wywodz si¢ réwniez nazwy: kinematyki, statyki i dynamiki.

Drugim okresem staggtnosci byt tzw. okres Aleksandryjski (I-Il wiek p.n.e.ll n.e.)
Okres ten wjzany jest z nazwiskiem Herona (62-150 n.e.). Hewsvazany jest za
mechanika-praktyka, to on stworzyt podstawy medtiagazéw i cieczy, pneumatyki,
wynalazt lewar, ku eolsk, kotowr6t, klin isrube. Newton w przedmowie do | wydania
LPrincypiéw” pisze: ,Staraytni filozofowie rozumieli mechanikdwojako: raz jako nawk
$cista, rozumowy, racjonall oparty na pogciach pierwotnych, wygiowych i dedukcji, a
raz jako nauk praktycznm, stosowan we wszystkich rzemiostach i przegszicciach”.

Stan mechaniki w wiekackredniowiecza mzna okréli¢ jako zastdj. Kécidt a scisle
inkwizycja przygta zalaenia mechaniki Arystotelesa, ktére przetrwaly doascav
Gallileusza i Newtona. Dopiero w epoce Odrodzediggki pracom Leonarda da Vinci
(1452-1519) naspuje aywienie naukscistych. Znamienneasdwa cytaty z dziet tego
geniusza swojej epoki: ,Mechanika jest rajem naulteamatycznych gdy przez ni
dochodzi si do owocéw matematyki” , oraz ,Nie ma zgota pewgidam, gdzie nie mma
zastosowé jednej z nauk matematycznych lub tych, ktéreazame § z matematyk’.
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Leonardo opracowat pogtki metody naukowej w fizyce opartej na sddadczeniu.
Mikotaj Kopernik (1473-1543) w swoim wiekopomnym iele ,O obrotach ciat
niebieskich” obalit teorie geocentrycgnworzic podstaw transformacji Gallileusza.

Wspomni€ naleyy w tym miejscu o pracach S. Stevina (1548-162R) iDescartesa
(1596-1642),ktérych wktad do mechaniki byt istotn§ednak znagzo do rozwoju
mechaniki w okresie Odrodzenia przyczyni Sallileusz (1561-1642). Odkrywaj prawa
swobodnego spadania i ruchu wahadta matematycziségoputowat zasagwzglednasci
ruchu, ktéra jest podstawa mechaniki klasycznejawdr mechaniki klasycznejas
niezmiennicze wzgbdem transformacji Gallileusza. Prace Gallileusaayiaja w zasadzie
pierwsz bardzo diug faze rozwoju mechaniki od stakgtnosci do potowy XVII wieku.

Zasadniczym zwrotem w rozwoju mechaniki nayimej okazata si wiekopotomna
praca |. Newtona (1642-1727) pt. ,Philosopiae Natsr Principia Mathematica”
publikowana w Londynie w 1687 roku. EBoje czasu absolutnego i absolutnej, jednorodnej
przestrzeni oraz tzw. prawa Newtona stanowily neteia 0 dalszym burzliwym rozwoju
mechaniki. Do najwybitniejszych uczonych okresu Mkawwskiego naley zaliczy¢
J.Bernoulliego (1667-1748), Leibniza (1646-1716)leEa (1707-1783), d’Alemberta
(1717-1783)-twére metody kinetostatyki i innych.

Rys. 2. Wagon Newtona z XVII wieku

W 1788 roku J.L. Lagrange (1736-1813) wydat dwutamodzieto ,Méchanique
analitique” nie zawierage zadnego rysunku, otwierg w ten sposob now gahz
mechaniki nazywananalityczn. Jej podstaw sa catkowe zasady oparte przede wszystkim
na pracy wirtualnej. Kontynuatorami mechaniki amyalinej byli Hamilton, Poincaré,
Jakobi, Ostrogradzki, Gausgukowski, Ljapunow, Czetajew, Czaptygin, Mieszczérsk
Timoshenko, J.N. Franke M.T. Huber i wielu, wiehnych. Historia mechaniki do epoki
Newtona jest w zasadzie histprinauki. Z historii mechaniki opublikowano wiele
monografii i opracowa ksiazkowych [19-23]. Wymierdi tu naley dzieta Macha [7],
Dugasa [19], Grigoriana [20-22], Clagetta, Duharf@abo, Maddoxa i inne. W
literaturze rosyjskaejycznej wydano szereg znacych dziet na przyklad dwutomowa
JIstoria mechaniki Grigoriana i Fradlina, Rann’skoj, Putiaty i Fradlina, Wiesotowskiego
i innych autoréw. O nauczaniu mechaniki teoretygzwe Rosji oraz USA i krajach
europejskich g napisane przez autora dwa artykuty [6] i [23]riérprace.
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2. MECHANIKA TEORETYCZNA W POLSCE W OKRESIE PRZEDWO JENNYM

Problem ten byt przedmiotem referatow Z. i D. Mdewiczéw, R. Gutowskiego
.Mechanika Teoretyczna - zarys stanu i perspektyvogwoju w Polsce”, B.
Radziszewskiego ,Mechanika Teoretyczna - aktualeeukki rozwoju i J.K. Grabackiego
z 1996 roku. W gzyku polskim nie ma monografii ani padznika dotycacego historii
mechaniki teoretycznej czy stosowanej. Tradycjecmamia mechaniki teoretycznej w
okresie przedwojennymasznacace. Przede wszystkim nale wymienic podrecznik
Frankego z 1889 roku ,Mechanika Teoretyczna” z elstami mechaniki cieczy i teorii
sprezystaici i Fabiana z1896 roku ,Zarys Mechaniki Analityefh Pierwszy zbiér zada
ukazat st w Polsce w 1916 roku autorstwa Wojnicza-Siagkiego. Seria podcznikow
Z. Straszewicza, rektora PW, a zwtaszcza jego ,MaokRuchu” (1918 r), wprowadzita
nauczanie mechaniki na politechnikach na pozioropgjski. Inne liczne polskie pozycje z
tego zakresu opracowali: Czopowski, pierwszy dziekgdz. IL PW, Przeborski, Banach,
Sztark, Wundheiler, Huber i inni.

Organizaci dziatalnégci naukowej w zakresie mechaniki teoretycznej iliyreznej w
Polsce zajmuje siKomitet Mechaniki PAN, w ramach ktérego zostatavptana w 1972
roku Sekcja Mechaniki Teoretycznej. Niestety praethiczono tylko kilka podcznikow
zagranicznych nagyk polski. Wiksza¢ nowych pozycji to lokalne wydawnictwa oficyn
politechnicznych, przeznaczone na potrzeby danegdziatu i okrojonego na og6t
programu hauczania. W ostatnich dekadach obserwujenkraju powane obnienie
poziomu nauczania studentéw mechaniki teoretycmaejiczelniach technicznych, co nie
oznacza spadku wymagaProwadzi to przewaie do dwukrotnego lub wielokrotnego
powtarzania przedmiotu. Rde g przyczyny tego zjawiska: mizerne przygotowanie
licealne, ctcia przedmiotéw fizyka i matematyka i inne.

3. DOSWIADCZENIA CHLADNEGO, FIGURY I LINIEW EZLOWE

Na tle przedstawionego w skrécie rysu historycznegmwoju mechaniki, zagadnienia
dynamiczne plyt nale do najstarszych i wka sie z epola hapoledska we Francji. Ernst
Florens Fridrich Chladni (1756-1827) zwany ojcenustiki, pocierajc smyczkiem od
skrzypiec brzegi szklane lub miedziane posypanésuc miatkim, biatym piaskiem,
zauwayt ukladanie s piasku na powierzchni ptyty w dziwne linie. Plytkiiaty ksztatty
kotowe i kwadratowe. Owe dziwne linie okazaty Shiami weztowymi drga wiasnych,
a metoda ich otrzymywania nosi nazwetody smyczkowej. Bwviadczenia te Chladni
opisat w trzech kaizkach 1787,Antdeckungen Uber die Teorie des Klaged802 Die
Akustik” i 1817 roku. Ukoronowaniem dziatakwm Chladniego byt pokaz jego
doswiadczéh w lutym 1809 roku w patacu Tuilerie w Pawy przed Napoleonem
w obecndci Cepede, Bertholeta, Laplace’a, Poisonna, Savarteagrange’s, Biota
i Humbolta. Po krotkim koncercie na wynalezionychrzgz Chladniego dwoch
instrumentach euphonie i clavicylindrze zademongitocesarzowi swoje dwiadczenia
nad ptytami. W wyniku tego spotkania Napoleon prneezyt 3.000 éwczesnych frankow
(ponad 1 kg ztota), na osohkishagro@¢ dla Chladniego, natomiast Instytut Akademii
otrzymat 9.000 frankdédw na opracowanie teorii ipjajacej daéwiadczenia Chladniego
i przettumaczenie naecjyk francuski Jraitt] D’Acoustiqué . Akademia francuska
ogtaszata konkurs trzy razy, za trzecim razem mBerwagro@, po korekcie Lagrange’a,
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otrzymuje Sophie Germain wyprowadgaj wariacyjnie i poprawnie réwnanie ruchu
cienkiej ptyty spezystej w postaci:

o'w . d'w  ad'w) _od*w_ ER
D[Wuaxzafrﬁ}' o dx ¥ D:12(1—1/2)' @)

Rys. 3. Ernst Florens Fridrich Chladni (1756-1827)

Rys. 4. Prezentacja flwiadczenia Chladniego w patacu Tuilerie—Parity 1809 roku
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Rys. 5. A. Volta prezentuje swoj stos przed Napeleowv Paryu w 1802 roku

Jednak catkowicie poprawne wyprowadzenie rOwnamédu ptyty w raz z warunkami
brzegowymi wyprowadzit w 1850 roku Kirchhoffagtméwimy o teorii ptyt Kirchhoffa.

Chladni zajmowat si rOwniez meteorytami i mineratologi publikujc jedr z
pierwszych ksizek na ten temat. W przypadku ptyt eggtych Chladni ustalit empiryczne
zaleznos¢ pomigdzy czstotliwoscia  jej drgan wilasnych a liczl linii wezlowych
radialnychn i promieniowychm

f =(n+2m)°. (3)

Chladni zmart wsrode 4 kwietnia 1827 roku podczas pobytu we Wroctavgdzie
przebywal na zaproszenie prof. H. Steffensa i tastat pochowany. Obecnie na starym
cmentarzu Wielkim we Wroctawiu wybudowano osiedléesmrkaniowe i nie mma
odnale¢ miejsca grobu Chladniego.

Kontynuatorly bada Chladniego byta Mary D. Waller w latach 1937-1950Dfesor
fizyki w Royal Free Hospital School of Medicine wohdynie. Przypadek ze sprzedawc
lodéw pod Uniwersytetem, ktéremu dzwonit i drgamhadmnek rowerowy, przy dotkeciu
do niego suchego lodu, zadecydowal o zainteresawsini dwutlenku vegla w postaci
stalej (suchy 16d) jako wyzwalacza dfggprzedmiotow metalowych a plytek w
szczegOlnéci. Z tego zakresu Waller opublikowata kilkadziggirac a ich ukoronowaniem
jest jej monografigChladni figur a study In symmetryivydana w Londynie w 1961 roku.

2
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Rys. 6. Figury Chladniego na ptycie kwadratowejwlsodnych krawdziach wg
monografii ,Die Akustik”

Podstawy matematyczne otrzymywania figur Chaldniggalano we wzorach (4).
Drgania wlasne s drganiami harmonicznymi a ukiad sit westtznych na wztach
w ptycie jest ukladem samo zrownammym. Na rysunkach 7 pokazano kilka
symetrycznych i antysymetrycznych postaci drgatasnych (figur Chladniego) przy
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m=3, n=7 oraz przym=1, n=3 wraz z liniami weztowymi i warstwicami. Poza
modami podstawowymi istnigjjeszcze tzw. Postacie digekombinowane jdi fale
w jednym kierunku rénia sie amplitudy w drugim kierunku.

Rys. 7. Figury Chladniego na kwadratowej&pystej ptycie przegubowo podpartej na
obwodzie przy ych min
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5. DRGANIA WYMUSZONE PLYT POD RUCHOMYM OBCI AZENIEM

Rownanie ruchu lepko spiystej piyty cienkiej, przegubowo podpartej na obwied
spoczywajcej na podtau spezystym Winklera, wymuszone rucharsila jest nasipujace
[18]:

D[1+TEJD4W+ m(;t—w+ caW+ kve R x Wto( ¥ o). (5)

Rozwigzanie analityczne tego rownania otrzymujemy przykaevgystaniu szeregu funkcji
whasnych zagadnienia brzegowego wg ktérego rozwjjabrhzenie wymuszagce, w tym
przypadku opisane pseudo funkcjami Diraca. Mamgmat

W% Y, )—Eb;z‘—sma xsira, y siw, y.[ &) sip v s (t7) d  (6)

1n=1

Szereg (6), po analitycznym rozwaniu catki Cauchy’'ego-Duhamela, jest szybko
zbiezny. Po jego zaprogramowaniu na komputer otrzymujeastpujace wykresy ugicia
dynamicznegasrodka ptyty w czasie przejazdu i po Zeie ruchomej sity skupionej z
piyty rysunki 7-9.

\4

Rys. 8. Schemat dynamiczny ptyty lepkessstej obcizonej ruchom sitg
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