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Artykut jest odpowiedzi na konieczn¥ stosowania rachunku taiczkowo-
catkowego utamkowych ¢dow w ré&nych dziedzinach nauki takich jak teoria
sterowania czy miernictwo dynamiczne. W pracy zapr®wano przetwornik
pomiarowy, ktéry zamodelowano zaréwno rownaniefnioczkowym 2-go ezlu jak
i rachunkiem réniczkowo-catkowym utamkowychetdbw. Stosujc rézniczkowo-
catkowy meto@ do tworzenia modelu przetwornika pomiarowego otze sé
model o idealnym, w przypadku odtwarzania amplityglgzetwarzaniu sygnatu
wejsciowego. Badania symulacyjne wykonano ssedowisku programistycznym
MATLAB-SIMULINK.

COMPARISON OF MEASUREMENT TRANSDUCERS MODELLED BY
MEANS OF CLASSICAL INTEGRAL-ORDER DIFFERENTIAL EQUA TION
AND FRACTIONAL CALCULUS

The article is inspired by developments in the tfaal calculus in different
areas of science such as control theory aectrical measurementsA model
of measurement transducer is presented, modelleshdnns of both the classical
2nd order differential equation and fractional calas. Tests are executed
in the programming environment MATLAB-SIMULINK.

1. WSTEP

Dynamiczny rozw6j bada w ostatnich latach nad zastosowaniem rachunku
rézniczkowo-catkowego utamkowychgadw (krécej: régniczkowo-catkowego) do analizy
uktadéw dynamicznych, skilania do pecp préby jego #ycia w modelowaniu
przetwornikdw pomiarowych [7, 10, 11].
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Dynamike procesOw fizycznych takich jak przyspieszenieeprieszczenie, przeptyw
cieczy, natzenie prdu elektrycznego modelujegsiownaniami réniczkowymi. Klasyczny
zapis dynamiki przetwornikbw pomiarowych opiera sia rownaniach rhiczkowych,
ktére stanowd ich matematyczny model w dziedzinie czasu. Réwangakie ma posta
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gdzie:y = f(X).
W przypadku rachunku #ficzkowo-catkowego operatory mdiczkowania i

catkowania funkcjidczy sk w jeden operatoD"[11] .
Dla rézniczkowania, rad N przyjmuje wartéci dodatnien = 1,2,3,... a dla catkowania

wartasci ujemne —n=-1—2,— 3,.... Definiowany jest t& operator neutralny dla
rzedun=0:

d:j:n(t) dla n>0 @)
D"f(t) = f(t) dla n=0
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2. MODEL PRZETWORNIKA POMIAROWEGO Z MAS A SEJSMICZNA

W klasycznym zapisie dynamikprzetwornika pomiarowego o budowie pokazanej na
rysunku 1 zapisuje giw postaci rownania ehiczkowego 2-go ru [1, 2, 5]:

Vi(t) + 2 cq(t) + ap WIE) = —X(t) 3)
gdzie:wo — pulsacja naturalnd— ttumienie.

Przetworniki z mag sejsmiczn, w zalenosci od sposobu ich realizacji (doboru
parametréw charakteryzigych ich wtasnéci dynamiczne), mag stwzyé do pomiaréw
przemieszczenia, gakosci lub przyspieszenia. Wielkoia wejsciowa w tych
przetwornikach jest przemieszczer(®.
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Rys.1. Model przetwornika pomiarowego zmagjsmicza: m — masa sejsmiczna
przetwornika, k — stata spgzyny, B — wspéiczynnik ttumienia lepkiego przetwani
X(t) — przemieszczenie podstawy i obudowy, y(Przemieszczenie masy sejsmicznej
m wzg¢dem nieruchomego uktadu wspétlmych, w(t) — przemieszczenie masy
sejsmicznej m wzglem obudowy.

Réwnanie (3) mzna zapisé w formie réwnania rénicowego:

RW, W, oW, =

_ “4)
=BX +BXeq A%,
lub jako réwnanie macierzowe:
W
2, & a]|wa|=
e (5)
X
=[b, b B]| %
X2

Rownanie ranicowe (4) w zapisie pochodno-catkowym ma pésta
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(2) (N -
AD W+ AL LT AW, =

-BA ®w +BA Y% +B (©)
=BA W + BA X T BoW,
gdzie A(lf) jest r&nica wsteczi funkcji dyskretnej [7], definiowanjako:
(n) 3 (n)
n _ n
Ay =D fe ) (7
j=0

Po uwzgtdnieniu wyraenia (7) réwnanie (6) w zapisie jako réwnanie matiee
przyjmuje posté&

APw; |
la, -a-2a, a+a-+a)|Adw |=
A(S)Wk_ (8)
DX,
=[b, -b-20, b,+b+b]| APx,
A(S)Xk_

3. POROWNANIE MODELI PRZETWORNIKA POMIAROWEGO

Porownano odpowiedzi przetwornika pomiarowego ngci@vy sygnat sinusoidalny.
Opisano go trzema modelami:

1) Modelem ciglym zapisanym transmitancpperatorow:

G = <? +51s + 25E ®)

2) Modelem dyskretnym otrzymanym z modeluagtégo opisanego transmitagacj
dyskretm;:

-z22+2z-1

G(2)=—
z* -19752+ 09748

(10)

3) Modelem dyskretnym wyznaczonym zapisermiézkowo-catkowym z réwnania (8) i
transmitancji (10):



POROWNANIE KLASYCZNEGO | R@NICZKOWO-CALKOWEGO... 1967

- F00 ot a2

z°-316%k ""z+ 111

Badania odpowiedzi modeli wykonanosredowisku programowania MATLAB [12].
Niezasgpionym tutaj nargdziem pracy byt interaktywny pakiet SIMULINK — zboaany
na bazie MATLAB-a, ktéry daje nmitiwos¢ analizy i syntezy agtych i dyskretnych
uktadéw dynamicznych. SIMULINK jestrodowiskiem graficznym, w ktérym symulacj
systemédw dynamicznych wykonujeesiv oparciu o schemat blokowy budowany z
wykorzystaniem blokéw bibliotecznych.

Na rysunku 2 pokazano schemat blokowy uktadu pamiago.
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Rys.2. Schemat blokowy uktadu pomiarowego. [9,13]

Model dyskretny (10) otrzymano dyskretyaujmodel cigly (9) metod ,zero-order
hold” z czasem pr(’)bkowania‘.p =0,0005.

Odpowiedzi wszystkich modeli na sinusoidalny sygmejsciowy o czstotliwosci 100
rad/s przedstawiono na rysunku 3.
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Rys.3. Poréwnanie odpowiedzi modeli przetwornikaipoowego.

Z poréwnania odpowiedzi modeli na sinusoidalny sygwejgciowy (rysunek 3)
wynika, ze model pochodno-catkowy przetwornika pomiarowedd) ( prawidtowo
odtwarza amplitugl sygnatu wejciowego od pocgku symulacji. Model wyznaczony w
klasyczny sposo6b (10) poprawnie odtwarza ampiitedtnatu wejciowego po wyjciu ze

stanu nieustalonego - w przeprowadzonych badamiac802s.

Rysunek 4 prezentuje poréwnaniecsiptliwoiciowych charakterystyk Bodego dla
dyskretnego modelu przetwornika pomiarowego i dgsiego modelu przetwornika

pomiarowego wyznaczonego zapisermiézkowo-catkowym.
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Rys.4. Poréwnanie charakterystyk Bodego modelitywaraika pomiarowego
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Z charakterystyk Bodego (rysunek 4) wywnioskéwaazna, ze dla modelu
przetwornika pomiarowego wyznaczonego metoiitniczkowo-catkowy, w poréwnaniu z
modelem wyznaczonym w sposob klasyczny, rozszerzmsjaje zakres przetwarzania
amplitudy sygnatu weégiowego o niskie agtotliwosci. Dla prezentowanej charakterystyki
wzmocnienie amplitudy modelu ndiczkowo-catkowego réwne 0 dB aga sté dla
czestotliwosci od 0.001 rad/s, a dla ,klasycznego” modelu od 1z, przy statym
przesungciu fazowym réwnym 180°.

4. WNIOSKI

Pochodna i catka dowolnych eddw otwieraj wiele maliwosci w dziedzinie
identyfikacji uktadéw dynamicznych, tworzenia nowayc nieosagalnych wczéniej
algorytmoéw sterowania w uktadach ze sgeniami zwrotnymi. Mana réwnie rozwaza¢
rzedy jako funkcje czasu. Prowadzi to do rowmazniczkowych o zmiennych, zaleych
od czasu, rach.

Stosupc meto@d rozniczkowo-catkovw do tworzenia modeli przetwornikéw
pomiarowych drga otrzymuje st model o idealnym, w przypadku odtwarzania amplitud
przetwarzaniu sygnatu wagjowego [9,13]. Nalgy tutaj podkréli¢, ze powszechnie znane
pochodne s przypadkami szczeg6lnymi prezentowanego w artykatdunku. Catkowity
rzad catki rozumiany jest jako odpowiadeay krotndci catki oznaczonej. Nakatoby
zatem méwé o rachunku réniczkowym i catkowym rezdu catkowitego i niecatkowitego,
czyli dowolnego [11].

Dalszych bada wymaga sprawdzenie jak model przetwornika wyznagzmetod
rézniczkowo-catkovwy odzwierciedla rzeczywisty przetwornik pomiarowyaprczy oddaje
on dokfadniej dynamik przetwarzania sygnatu wgejowego ni model opisany
.Klasycznymi” réwnaniami réniczkowymi.
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