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Artykuł jest odpowiedzią na konieczność stosowania rachunku róŜniczkowo-

całkowego ułamkowych rzędów w róŜnych dziedzinach nauki takich jak teoria 
sterowania czy miernictwo dynamiczne. W pracy zaprezentowano przetwornik 
pomiarowy, który zamodelowano zarówno równaniem róŜniczkowym 2-go rzędu jak 
i rachunkiem róŜniczkowo-całkowym ułamkowych rzędów. Stosując róŜniczkowo-
całkową metodę do tworzenia modelu przetwornika pomiarowego otrzymuje się 
model o idealnym, w przypadku odtwarzania amplitudy, przetwarzaniu sygnału 
wejściowego. Badania symulacyjne wykonano w środowisku programistycznym 
MATLAB-SIMULINK. 

 
 

COMPARISON OF MEASUREMENT TRANSDUCERS MODELLED BY 
MEANS OF CLASSICAL INTEGRAL-ORDER DIFFERENTIAL EQUA TION  

AND FRACTIONAL CALCULUS 
 

The article is inspired by developments in the fractional calculus in different 
areas of science such as control theory and electrical measurements. A model  
of measurement transducer is presented, modelled by means of both the classical 
2nd order differential equation and fractional calculus. Tests are executed  
in the programming environment MATLAB-SIMULINK. 
 

 
1. WSTĘP 

 
Dynamiczny rozwój badań w ostatnich latach nad zastosowaniem rachunku 

róŜniczkowo-całkowego ułamkowych rzędów (krócej: róŜniczkowo-całkowego) do analizy 
układów dynamicznych, skłania do podjęcia próby jego uŜycia w modelowaniu 
przetworników pomiarowych [7, 10, 11]. 
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Dynamikę procesów fizycznych takich jak przyspieszenie, przemieszczenie, przepływ 
cieczy, natęŜenie prądu elektrycznego modeluje się równaniami róŜniczkowymi. Klasyczny 
zapis dynamiki przetworników pomiarowych opiera się na równaniach róŜniczkowych, 
które stanowią ich matematyczny model w dziedzinie czasu. Równanie takie ma postać: 
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gdzie: )(xfy = . 

W przypadku rachunku róŜniczkowo-całkowego operatory róŜniczkowania i 

całkowania funkcji łączy się w jeden operator nD [11] .  
Dla róŜniczkowania, rządnprzyjmuje wartości dodatnie ...,3,2,1=n  a dla całkowania 

wartości ujemne ...,3,2,1 −−−=− n . Definiowany jest teŜ operator neutralny dla 

rzędu 0=n : 
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2. MODEL PRZETWORNIKA POMIAROWEGO Z MAS Ą SEJSMICZNĄ 

 
W klasycznym zapisie dynamikę przetwornika pomiarowego o budowie pokazanej na 

rysunku 1 zapisuje się w postaci równania róŜniczkowego 2-go rzędu [1, 2, 5]: 
 

)()()(2)( 2
00 txtwtwtw &&&&& −=++ ωζω                                         (3) 

 
gdzie: ω0 – pulsacja naturalna, ζ – tłumienie. 
 
Przetworniki z masą sejsmiczną, w zaleŜności od sposobu ich realizacji (doboru 
parametrów charakteryzujących ich własności dynamiczne), mogą słuŜyć do pomiarów 
przemieszczenia, prędkości lub przyspieszenia. Wielkością wejściową w tych 
przetwornikach jest przemieszczenie x(t). 
 

 
 

 



PORÓWNANIE KLASYCZNEGO I RÓśNICZKOWO-CAŁKOWEGO... 

 
1965

 
Rys.1. Model przetwornika pomiarowego z masą sejsmiczną: m – masa sejsmiczna 
przetwornika, ks – stała spręŜyny, B – współczynnik tłumienia lepkiego przetwornika, 
 x(t) – przemieszczenie podstawy i obudowy, y(t) – przemieszczenie masy sejsmicznej 
 m względem nieruchomego układu współrzędnych, w(t) – przemieszczenie masy 
sejsmicznej m względem obudowy. 
 
Równanie (3) moŜna zapisać w formie równania róŜnicowego: 
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lub jako równanie macierzowe: 
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Równanie róŜnicowe (4) w zapisie pochodno-całkowym ma postać: 
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gdzie )(n
k∆ jest róŜnicą wsteczną funkcji dyskretnej [7], definiowaną jako: 
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Po uwzględnieniu wyraŜenia (7) równanie (6) w zapisie jako równanie macierzowe 
przyjmuje postać: 
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3. PORÓWNANIE MODELI PRZETWORNIKA POMIAROWEGO 

Porównano odpowiedzi przetwornika pomiarowego na wejściowy sygnał sinusoidalny. 
Opisano go trzema modelami: 

 
1) Modelem ciągłym zapisanym transmitancją operatorową: 
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2)  Modelem dyskretnym otrzymanym z modelu ciągłego opisanego transmitancją 
dyskretną: 
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3) Modelem dyskretnym wyznaczonym zapisem róŜniczkowo-całkowym z równania (8) i 
transmitancji (10): 
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Badania odpowiedzi modeli wykonano w środowisku programowania MATLAB [12].  
Niezastąpionym tutaj narzędziem pracy był interaktywny pakiet SIMULINK – zbudowany 
na bazie MATLAB-a, który daje moŜliwość analizy i syntezy ciągłych i dyskretnych 
układów dynamicznych. SIMULINK jest środowiskiem graficznym, w którym symulację 
systemów dynamicznych wykonuje się w oparciu o schemat blokowy budowany z 
wykorzystaniem bloków bibliotecznych.  

Na rysunku 2 pokazano schemat blokowy układu pomiarowego. 
 

 

Rys.2. Schemat blokowy układu pomiarowego. [9,13] 
 
Model dyskretny (10) otrzymano dyskretyzując model ciągły (9) metodą „zero-order 

hold” z czasem próbkowania: sTp 0005,0= . 

Odpowiedzi wszystkich modeli na sinusoidalny sygnał wejściowy o częstotliwości 100 
rad/s przedstawiono na rysunku 3. 
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Rys.3. Porównanie odpowiedzi modeli przetwornika pomiarowego. 

Z porównania odpowiedzi modeli na sinusoidalny sygnał wejściowy (rysunek 3) 
wynika, Ŝe model pochodno-całkowy przetwornika pomiarowego (11) prawidłowo 
odtwarza amplitudę sygnału wejściowego od początku symulacji. Model wyznaczony w 
klasyczny sposób (10) poprawnie odtwarza amplitudę sygnału wejściowego po wyjściu ze 
stanu nieustalonego - w przeprowadzonych badaniach po s02,0 . 

Rysunek 4 prezentuje porównanie częstotliwościowych charakterystyk Bodego dla 
dyskretnego modelu przetwornika pomiarowego i dyskretnego modelu przetwornika 
pomiarowego wyznaczonego zapisem róŜniczkowo-całkowym. 

 

Rys.4. Porównanie charakterystyk Bodego modeli przetwornika pomiarowego. 
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Z charakterystyk Bodego (rysunek 4) wywnioskować moŜna, Ŝe dla modelu 
przetwornika pomiarowego wyznaczonego metodą róŜniczkowo-całkową, w porównaniu z 
modelem wyznaczonym w sposób klasyczny, rozszerzony zostaje zakres przetwarzania 
amplitudy sygnału wejściowego o niskie częstotliwości. Dla prezentowanej charakterystyki 
wzmocnienie amplitudy modelu róŜniczkowo-całkowego równe 0 dB osiąga się dla 
częstotliwości od 0.001 rad/s, a dla „klasycznego” modelu od 100 Hz, przy stałym 
przesunięciu fazowym równym 180°. 

4. WNIOSKI 

Pochodna i całka dowolnych rzędów otwierają wiele moŜliwości w dziedzinie 
identyfikacji układów dynamicznych, tworzenia nowych, nieosiągalnych wcześniej 
algorytmów sterowania w układach ze sprzęŜeniami zwrotnymi. MoŜna równieŜ rozwaŜać 
rzędy jako funkcje czasu. Prowadzi to do równań róŜniczkowych o zmiennych, zaleŜnych 
od czasu, rzędach.  

Stosując metodę róŜniczkowo-całkową do tworzenia modeli przetworników 
pomiarowych drgań otrzymuje się model o idealnym, w przypadku odtwarzania amplitudy, 
przetwarzaniu sygnału wejściowego [9,13]. NaleŜy tutaj podkreślić, Ŝe powszechnie znane 
pochodne są przypadkami szczególnymi prezentowanego w artykule rachunku. Całkowity 
rząd całki rozumiany jest jako odpowiadający krotności całki oznaczonej. NaleŜałoby 
zatem mówić o rachunku róŜniczkowym i całkowym rzędu całkowitego i niecałkowitego, 
czyli dowolnego [11]. 

Dalszych badań wymaga sprawdzenie jak model przetwornika wyznaczony metodą 
róŜniczkowo-całkową odzwierciedla rzeczywisty przetwornik pomiarowy oraz czy oddaje 
on dokładniej dynamikę przetwarzania sygnału wejściowego niŜ model opisany 
„klasycznymi” równaniami róŜniczkowymi. 
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