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OCENA NOSNOSCI SPREZYSTEJ PODATNYCH NAWIERZCHNI
DROGOWYCH

W pracy przedstawiono koncepciceny nenasci sprezystej podatnych nawierzchni
drogowych z zastosowaniem hipotez eggitiowych mechaniki  gruntow.
W przyktadach przyjo typowy model nawierzchni w postaci ukladu izotneych
warstw spezystych. Warstwa goérna jest obébna sitami powierzchniowymi
réwnomiernie rozieonymi na powierzchni kola. Zastosowano dwie metody
rozwigzania zagadnienia brzegowego: analityczno-numegyczktora wynika

z zastosowania funkcji nager i numerycznego catkowania funkcji specjalnych
oraz numeryczy gdzie stosowano metodelementédw skixzonych i program
ABAQUS.

ASSESMENT OF ELASTIC CAPACITY OF FLEXIBLE PAVEMENTS

In the paper a method of assessment, which is baséailure criteria used in solid

mechanics, of elastic capacity of flexible pavemestproposed. A typical model
of the isotropic elastic multi-layer system forxflde pavements is considered.
The system of layers on the top of elastic haltspa subjected to uniform load
on the circular area. Two methods for finding tledusion of the elastic boundary
value problem are used: an analytical-numerical moekt (stress function method
with integration of special functions) and the tinielement method (program
ABAQUS).

1. WSTEP

Wyniki rozwiazania zada brzegowych sggystasci, w ktérych przyjmuje si modele
odpowiednio paiczonych izotropowych uktadow warstwowych (por. [3§ i literatue
tam cytowan), sa czsto stosowane w projektowaniu podatnych nawierzdnogowych,
zar6wno podatnych, potsztywnych jak i sztywnych5[20,11]. Wybrane wielldi
ekstremalnych napten i odksztalcé (lub ich wielkgci zastpczych) g poréwnywane ze
odpowiednimi wzorami empirycznymi, w ktérych, mawi krétko, uwzgtdnia sg
.wszystkie czynniki” powodujce degradagji zniszczenie, cyklicznie ohgianej ruchem
pojazdéw konstrukcji drogi. Szczegétowy sposéb gusivania, zalecany do stosowania w
Polsce, opisany jest np. w Katalogu [10] oraz wlwimonografiach, por. np. [5,11].
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Poniewa, w tej metodzie wspomagagej projektowanie stosuje esi oprocz wzoréw
empirycznych, rozwaizanie analityczne zadania mechaniki, metédnazywa si metod,
mechanistyczn Istota posipowania wywodzi & gtdbwnie z prac teoretycznych i
doswiadczalnych prowadzonych w USA od potowy lat cdimestych ubiegtego wieku.
Obecnie, w ranych szczegotowych wariantach stosujgjsiw wielu krajach. Poniewaw
metodzie tej stosuje esirozwiazanie zadania warstw spgystych, to rownolegle
intensywnie rozwijane as modele, w ktorych wykorzystuje esiniespezyste relacje
konstytutywne materiatdbw poszczegélnych warstw oréme sposoby ich petzenia.
Bada st rézne uogélnienia relacji konstytutywnych spystaici, od relacji liniowych
lepko-spezystasci, nieliniowej teorii spezysto-plastycznéci, az po zastosowania
mechaniki kontinuum dowolnych deformacji. W celuwigzania zadania brzegowego-
pocatkowego powszechnie stosujec snetodt elementéw skaczonych, patrz [2,4,9].
Wymienione uogélnienia modeli obliczeniowych, w g@@eniu z odpowiednimi
zalendéciami  empirycznymi - wymagaj jednak dalszych intensywnych bada
podstawowych. Nie istnigj standardy wymiarowania nawierzchni komunikacyjnych
wynikajace z zastosowania metod teorignosci granicznej konstrukcji.

Celem tej pracy jest tylko pewna propozycja oszaoua Nndnosci sprzystej danego
uktadu warstwowego, co nie jest oczyeie metod wymiarowania podatnych nawierzchni
drogowych. Ocena Boosci sprzystej polega na sprawdzeniu trzech ograrniaza normng
pola przemieszczenia oraz niezmienniki pola tengon@pezenia i odksztatcenia. W
wyniku otrzymujemy tylko wart& dopuszczalnego okienia danego uktadu warstw.

2. UWAGI O METODACH ROZWI AZANIA ZADANIA
2.1. Metoda analityczno-numeryczna

W typowym i najprostszym modelu mechanistycznym ieaxehni komunikacyjnych
rozpatruje & warstwy konstrukcyjne jako warstwy spyste o grubéci h, oraz h

(i=1...,n) o statych sprzystasci E,, v, oraz E,v,. Warstwa o grubiei h, obcazona
jest na obwodzie kota o promiena rGwnomiernie roztéonymi sitami powierzchniowymi
g prostopadtymi do brzegu. Pawane warstwy ,sklejone”asz pétprzestrzenisprezysta

o danychE,, v, por. rys.1 (w rénych wariantach tego zadania ina zatay¢ paslizg na
pofaczeniu wybranych warstw).

a
q
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E, v, h
En’ Vu hn
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Ep.v,

Rys.1. Schemat uktadu warstw potprzestrzerizgptej
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Na ptaszczyznach styku warstw oraz nzgmej warstwy z potprzestrzanzaktada si
zwykle warunki cigtosci odpowiadaice petnemu zespolenigssadupcych uktadow.

W wyniku rozwizania zadania brzegowego gpystosci znajduje si w ogdingci pola
napezenia, odksztalcenia i przemieszczenia. Kalgednak zaznaczy ze w metodzie
mechanistycznej, por. np. [5,10,11] stosuje silko wybrane wyniki obliczeé na osi
symetrii zadania, gdzie nagenia styczne i odksztalceniat&we @ zerowe. Oznacza to,
ze W niejawny sposob stosujee skryteria wytzeniowe ekstremalnych nagen i
odksztatcé gtéwnych.

Nalezy podkréli¢, ze w teoriach matych odksztaigew tym take liniowej teorii
sprzystaici, obowhnzuje tzw. ,zasada zesztywnienia’. Wobec tego presmtzenia
wyznaczone w zadaniu powinny spetni@stpujace ograniczenie:

Jull=uTu << min{h}. 1)(

Ograniczenie (1) na nogmprzemieszczenia nie madnego zwizku z wiaciwosciami
mechanicznymi ciata tylko z pratymi zalazeniami teorii matych przemieszaze

odksztalcé. Stosujc ograniczenia typu: |u] <u,,, maemy znaléé wartaié
dopuszczalnego obkgienia q. Ograniczenia tego typwdza jednoczénie wiasciwosci

materiatu i geometrii konstrukcji.
Zadanie przedstawione na rys.l jest zadaniem osiawetrycznym w walcowym
uktadzie wspotrednych (r,d), z). Tego typu zadanie brzegowe wygodnie jest razywa’

metody Love'a, z zastosowaniem biharmonicznych funkcjpmaen w postaci calek
niewtasciwych z funkcji Bessela pierwszego rodzaju, p@i, | literatur zrédiowa tam
cytowary. Zastosowanie innych metod analitycznych, tzn.rmuomicznych funkciji
przemieszcze (metoda Boussinesqa) i transformat catkowych Henksowadzi do
identycznych wynikdw analitycznych na poszukiwakkadowe poél, czyli przemieszczenia

u,, U, napkzeniao,, g,,, 0, 0, i odksztatcenias, , &, &,,, €,, jako funkcji (r,z).

W pracy [3] zastosowano w tym celu program MATHEMA&RA. Zadanie wg rys.1 jest
punktem wyjcia do rozpatrywania zaflaw ktérych nawierzchnia ohgiona jest kilkoma
kotami. W tym celu naley wyniki zadania przetransponoivalo kartezjaskiego uktadu
wspotrzdnych i odpowiednio zastosowaasa€¢ superpozycji.

Reprezentacje tensorow ngjEnia i odksztalcenia w zadaniu wg rys.l anaj
nastpujaca posta:

UI'T O a-I'Z grr 0 6}2
-0 g4, 0|, e~ 0 ¢, 0. (2)
UI'Z O UZZ gl'Z 0 £ZZ

Wobec powyszego wzory na nieupamdkowane napzenia gtdwne w zagadnieniach
osiowosymetrycznychasnastpujace:

o, 2%(0'" +0, t\/4afz +(o, —azz)2 . 0,=0,, . (3)
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Naprzenie g, jest jednym z nieuposdkowanych napzen gtownych stanu naptenia.
Natomiast wzory na upcgdkowane napgzenia gtéwne o, = g, =g, , Sa nastpujace:

0, :\/g£+\/:§rcose fopt :\/:;f+\/:§r00€@——:23ﬂj o :\/:;{+\/:§r0({96+—§ﬂj , (4)

gdzie
3
{:itrc, e:—larcco @ i GD[ OE} ,
V3 3 Jre 3
r=|s|=~tr§ =0, Fc—ifl , s — dewiator napzzenia,l - tensor jatbstkowy.

NE

Wzory (3) i (4) definiuj oczywicie niezmienniki tensora nagenia. Analogiczne
wzory s dla odksztalce gtownych. Rozrénienie medzy uporadkowanymi i
nieuporadkowanymi wartéciami wtasnymi jest istotne w interpretacji wynik@ada i
hipotez wytzeniowych, patrz pkt.3.

2.2. Metoda elementéw skiiczonych

Sformutowane w pkt.2.1 zadanie mma take rozwihzat stosujpc metody numeryczne
tzn. metod elementdbw brzegowych albo metod elementéw skiaczonych.
Najpopularniejsgz obecnie metad jest metoda elementéw siezonych (MES), w ktorej
powinny by uwzgkdnione nieograniczone elementy skpone, tak jak np. w programie
ABAQUS. Z dadwiadczéd numerycznych autora wynikae otrzymuje si porownywala
doktadnd¢ wyniku rozwizania zadania MES i rozgdania analityczno-numerycznego
przy odpowiedniej konstrukcji siatki MES o kilku sigcach stopni swobody (przy
wykorzystaniu symetrii zadania i elementéw osiowosefrycznych). Standardowo w
programie ABAQUS dogpne & opcje wyznaczenia (i wykéenia wykresow
warstwicowych i wykresobw w danych przekrojach) ngrnprzemieszczenia oraz
uporzdkowanych napzen i odksztatcé gtéwnych, por. pkt.3.

Wybrane wyniki przyktadowego zadania wg danychlzltapokazano na rys.2.

Tab.1. Parametry materiatlowe liniowej gpystaici poszczegoélnych warstw

Modut Younga Stala Poissona
(W1) Warstwascieralna: 5 cm 19.3 GPa 0.25
(Beton asfaltowy o strukturze zamkisj)
(W2) Podbudowa zasadnicza: 7 cm 18.1 GPa 0.25
(Beton asfaltowy o strukturze gziowo zamkngtej)
(W3) Podbudowa pomocnicza: 20 cm 0.4 GPa 0.3
(W4) Podige bezpérednio pod konstrukej nawierzchni 0.12 GPa 0.3
dla ruchu kategorii od KR3 do KR6

W zadaniu MES przyto g=6.5 MPa (kilkakrotnie zwkszone cinienie pod kotem
typowego samochodu)a=10 cm, co daje wypadkowe ohzenie ok. 204.2 [kN]. Zadanie
jest liniowe wic wyniki zawsze mizna przeskalowaprzez warté¢ q. Zamodelowano
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obszar o wymiarach 2m x 2r8iatka MESsktada si z 20000 elementéw czter@aowych,
20301 weztow (40602 niewiadomych) i jest rownomierna (10082lementéw). Zalmno
zerowe przemieszczenia na brzegu dolnym i prawymdetosvanego podobszaru
potprzestrzeni warstwowej. Wptyw warunkéw brzegotvyma wartéci poszukiwanych pol
odksztalcé i napkzen jest pomijalny, natomiast ekstremalne przemiesziezgionowe jest

o kilka procent mniejsze hiw przypadku modelowania siatki MES z zastosowaniem
nieograniczonych elementéw siazonych albo rozwzania analityczno-numerycznego.

E, Max. Principal E, Min. Principal

(Ave. Crit.: 75%) (Ave. Crit.: 75%)
+5.5158-04 -1.2148-06
+5.121e-04 -9.941e-05
+4.727e-04 -1.576e-04
+4.333e-04 -2.958e-04
+3.939e-04 -3.940e-04
+3.5458-04 -4.922e-04
+3.151e-04 -5.904e-04
+2.757e-04 -6.886e-04
+2.363e-04 -7.868e-04
+1.9698-04 -8.8508-04
+1.575e-04 -9.832e-04
+1.181e-04 -1.081e-03
+7.873e-05 -1.180e-03
+3.933e-05 -1.278e-03
-6.887e-08 -1.3768-03
-3.947e-035 -1.47d4e-03
-7.887e-05 -1.572e-03

a)
[I——

E, Mid. Principal E, E33

(Ave. Crit.: 75%) (Ave. Crit.: 75%)
+5.2918-04 +5.2918-04
+4.66le-04 +4.66le-04
+4.031e-04 +4.031e-04
+3.401e-04 +3.401e-04
+2.771e-04 +2.771e-04
+2.141e-04 +2.141e-04
+1.511e-04 +1.511e-04
+8.809e-05 +8.809e-05
+2.508e-05 +2.508e-05
-3.7928-05 -3.7928-05
-1.009e-04 -1.009e-04
-1.63%e-04 -1.63%e-04
-2.26%e-04 -2.26%e-04
-2.899e-04 -2.899e-04
-3.529e-04 -3.529e-04
-4.15%e-04 -4.15%e-04
-4.78%e-04 -4.78%e-04

<) d)

Rys.2. Wykresy warstwicowe: a) maksymalnych odkeztgtownyche, , b) minimalnych
odksztatcé gtownych g, , c) pdrednich odksztatoe gtdwnych ¢,, d) skladowej
odksztatceniag,, = &,

Na rys.2 zamieszczono tylko przykiadowe wyniki rezz@nia zadania. Zauvmy
réznice medzy drugim uporadkowanym napzeniem gtdwnym a odksztalceniem
obwodowym, por. wzory (3) i (4) gdzie podstawianuksztalcenia zamiast nagen.

3. KRYTERIA NO SNOSCI SPREZYSTEJ
3.1. Ogdlne uwagi o hipotezach wgteniowych

Hipoteza wytzeniowa o postaci:f (6)<0 lub f(g)<0 , w przypadku materiatow
izotropowych mae by w ogodingci zalezna od dowolnych trzech nieredukowalnych
niezmiennikbw symetrycznego tensora drugiegeduz Wobec tego funkcjaf(o)

skonstruowana jest z argumentéw, ktGdumnkcjami symetrycznymi nieupag@dkowanych
napkzen gtéwnych o, (i =1,2,3):
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f(e)=f(0,,0,0,)="f(0,0,0)=f(0,0,0)
_ _ _ ®)
=f(0,,0,0,)=f(0,0,0)=1(0,0,0)<0,
czyli jest niezmiennicza wzgllem grupy permutacji parzystych i nieparzystychoamli
{0} . Interpretacj wasndci (5) w zastosowaniu do powierzchfii(s) =0 w ptaszczynie
dewiatorowej pokazano na rys.3. W przestrzeni roeplkowanych nagzen gtéwnych
(5) implikuje symeti powierzchni f (¢) =0 wzglkdem ptaszczyzn potudnikowych.
W przypadku korzystania ze zbioru upmtkowanych napzen gtdwnych hipoteg
wyterzeniowa okreslamy nasgpujaco:
f(“):f(alian ,qII)SO ) (6)
przy czym naley pamgtac, ze wystarczy zdefiniowija w przedzialeO< © < 77/3, rys. 3.

A

G
6,206,206y P > f(6)=0

Rys.3. Interpretacja geometryczna niezmienrmzsymetrii wykresu) skalarnej funkcji
izotropowej wzgidem grupy permutacji zbioru nageri gtdwnych. Obszar cieniowany
(1/6 ptaszczyzny) oznacza zakres definicji furt@iarnej zalénej od uporzdkowanych
naprezen gtdwnych

3.2 Hipoteza Culomba-Mohra i Druckera-Pragera

Hipotez; modelujca stan graniczny waodkach sypkich (gruntowych) sformutowat
Coulomb (1776) i péniej modyfikowat i dyskutowat Mohr (1900). HipoteZoulomba-
Mohra (CM) stosuje si w mechanice gruntéw, skat, betonu i mieszanek ralne
asfaltowych.

W przestrzennym stanie napenia definicg hipotezy CM, w postaci (6),
przedstawiamy nagbujaco:

o, -0, (g +q, )sing- x cogp< (. ()

ParametrC nazywamy kohezj(spojndcia), z& ¢ katem tarcia wewetrznego.
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Dysponujc wartgciami granicznych napzen wyznaczonych w testach
jednoosiowego rozegania o, i sciskania . hipotez, (7) mazemy przeksztatéi do

postaci,

m-1 2m

g, -0y +m(q +3, )_mcﬁ =0, 8)

gdzie g. =mo,. Zauwamy, ze gdy m - o, to z (8) uzyskamy hipotezRankine’'a
ekstremalnego nagrenia gtéwnego.

Opc r A\/%Gl
G,
Og
®=0 éW
O=n
G,/v2
Cc 6, /42
a) r

<)

Rys.4. Hipoteza Coulomba-Mohra dlmm=4: a) przekr6j potudnikowy, b) przekr;
dewiatorowy ¢ = const, c) wykres przestrzenny, d) hipoteza Druckera-Braglla m=2.

Obszar cieniowany na przekrojach oznacza bezpiestamy napgzenia

Drucker i Prager (DP) hipotezte sformutowali w 1952 roku w zastosowaniu do
gruntéw. Jest ona gtadkaproksymagj hipotezy Coulomba-Mohra, por. rys.4. Stasuj

niezmienniki{&,r,©} post& hipotezy jest nagpujaca:

m-1 2 2m 2m
2——¢&+r—-,|————0, =0, rz <, =————0, . 9
\/_m+1§t 3 mtl R przy Ct {W \/C_S(m—l) R ()

Dla betonu, skat i gruntéw zwykle mamgn>3, co implikuje stosowanie dwoch
powierzchni typu (9), jedndla strefy rozeigania i drug dla sciskania, aby poprawnie
opis& wytgzenie wspomnianych materiatdéw obserwowane wndadczeniach.
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Wykorzystupc testy jednoosiowegéciskania o. i dwuosiowego réwnomiernego
sciskaniaog,. uzyskamy obecnie hipoteDP w postaci,

-1 2 «a g,
pa-l +r_\ﬁ_a —0 da ¢<e =9 10
RSN LI fg=-5% (10)

gdzie wprowadzono oznaczenie, takie o,.=ao.. Natomiast wzor (10) obecnie
obowiazuje w przedzialef. <& <é,, .

Wykresy hipotezy (9) i (10), w postaci przekrojéatydnikowych, pokazano na rys.5a,
gdzie zaznaczono charakterystyczne punkty. Natdamiasrys.5b pokazano przekroje
ptaskie obu powierzchni wg PSN.

W literaturze stosuje sitakze inne, bardziej zimne, hipotezy wyizeniowe dla
gruntoéw i warstw mineralno-asfaltowych, por. [1,9]4

TA
G,
Ope ;
®=0 ~\Or
Ec! Ew %
O=x i
O i GZ/\/E
G,/2
a) Iy

b)

Rys.5. Zmodyfikowana hipoteza Druckera-Prageraarta z dwdch powierzchni diam=8
i a=1.2: a) przekréj potudnikowy, b) ptaski stan naggnia

3.3. Przykiad

Jako ilustragj okreslenia n@nosci sprzystej podatnej nawierzchni drogowej stosujemy
hipotez CM i kontynuujemy przyktad podany w punkcie 2.2.tWnh celu konieczneas
dodatkowe dane, ktére przyp wg tab.2.

Tab.2. Parametry materialowe hipotezy CM poszcrggbl warstw

C [kPa] @[deq]
(W1) Warstwacieralna 5000 20
(W2) Podbudowa zasadnicza 5000 20
(W3) Podbudowa pomocnicza 60 45
(W4) Podiae pod konstrukaj nawierzchni 80 20

Przekroczenie warfoi dopuszczalnych nagren wysipi dla obcizenia 0.207§
(patrz dane do zadania z pkt. 2.2) w dolnejczwarstwy W3, czyli w podbudowie, por.
rys.6
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Rys. 6. Schematyczny rysunek podobszaru (w doheggi ovarstwy W3), w ktdrym
wystpito przekroczenie dopuszczalnegnasci sprezystej podatnej nawierzchni drogowe;j

4. WNIOSKI

Zagadnienia speystej potprzestrzeni warstwowej, obodnej sitami na powierzchni
kota mana rozwizywat z wykorzystaniem metod analityczno-numerycznydh MES i
np. programu ABAQUS. Dokiadié (rzgdu kilku procent) rozwizania MES jest
poréwnywalna z rozwizaniem analityczno-numerycznymzgh w zadaniu brzegowym
zastosujemy odpowiednisiatkk MES o kilku tysicach stopni swobody. W pracy
przedstawiono koncepgjoceny nénosci sprzystej podatnej nawierzchni drogowe).
Gléwrna uwag skupiono na interpretacji rozygiania zadania. Szczegoétowy przyktad
dotyczyt najczsciej stosowanego w projektowaniu modelu obliczemige; wg rys.1, w
ktérym zastosowano hipote£ZM (patrz pkt.3.2), z nymi parametrami materiatowymi
dla poszczegoélnych warstw. Zaproponowanaeatodyfikacg hipotezy DP, aby bardziej
realistycznie i stosunkowo prosto przedstawvytezenie materiatdw poszczeg6inych
warstw. Poniewapowierzchnie typu DPaskotami w przekroju potudnikowym, co nie jest
zgodne z déwiadczeniami, to wane jest w jaki spos6b wykonujemy aproksymacje préb
wytezeniowych w aparacie tréjosiowegoiskania. Z reguty (w przypadku gruntéw, skat,
betonu, itp.) tzw. potudnik rozgania dla®@=0, g, 20, =0, , Jezy” w ptaszczynie

potudnikowej poniej tzw. potudnikasciskania dla®@=n/3 (o, =0, =0, ). Wobec

tego, jeeli chcemy by po stronie bezpiecznej, ustalenie parametrow zfilaalyane]
hipotezy DP powinno wynikaz aproksymacji wynikéw testéw wytrzymatiowych dla
potudnika rozciganego.

Na osi symetrii zadania wg rys.1l reprezentacje s napezenia i odksztalcenia
maja post& diagonala i sa nieuporadkowanymi napgzeniami i odksztatceniami
gldwnymi. Wobec tego, sposdb sprawdzania i porovanyw napgzen i odksztalca ze
wzorami empirycznymi, w celu prawidtowego zaprof@kénia nawierzchni drogowych,
stosowany w Katalogu [10] nie budzi nieporozuiniaterpretacyjnych, gdy wielkosci
ekstremalne wyspuja na osi symetrii zadania. Wypuja natomiast trudriei
interpretacyjne wynikéw zadaw ktérych wysg¢puje obcizenie nawierzchni od kilku két.
Zastosowanie odpowiednich hipotez wagniowych dla poszczegélnych warstw
konstrukcyjnych nawierzchni drogowych,acknie z procedar wyszukiwania ich
ekstremalnych wartgi pozwala te trudni@i wyeliminowa. W celu jednak oki&enia
nosnosci sprzystej nawierzchni drogowej najistotniejsze jestnjgkd prawidtowe dobranie
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parametréw materiatowych, zaréwno statychegpstosci jak i parametréw wytzeniowych
zastosowanych hipotez. Na przyktad moduty Youngeszanek mineralno asfaltowych w
zalezndéci o temperatury (lato-zima, itp.) m@gmienia sig o rzad wielkosci, patrz np. [8]
oraz materiat drogi w trakcie jej eksploatacji w@Weglegradacji [7]. Wobec tego
szczegbOtowa analiza przedstawionego w tej pracyarmad powinna b§ dalej
kontynuowana.

Podzikowania: Praca zostala wykonana w ramach Grantu Ministersieauki i
Szkolnictwa Wyszego nr.N506 0974 33.
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