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ZASTOSOWANIE NIESTACJONARNEJ HIPERPLASZCZYZNY SLIZGOWEJ
DO STEROWANIA DYSKRETNYM OBIEKTEM DYNAMICZNYM

W referacie przedstawiono ngwstratege slizgowego sterowania, egto
spotykanym w logistyce, dyskretnym obiektem dyragrmic z opfnieniem sygnatu
wejsciowego i zakléceniem nie speljgym warunkéw dopasowania.
Do zaprojektowania regulatora wykorzystano niesiaajry hiperptaszczyzn
slizgowy, ktérej parametry zostaly dobrane tak, aby zagwsowa® zbienasé
uchybu regulacji do zera w skezonym, z goéry zadanym czasie. Zastosowanie
opracowanej metody nie powoduje wpsiwania chatteringu oraz pozwala
Znaczco ograniczy sygnat sterujcy generowany w pogtkowej fazie procesu
sterowania.

TIME-VARYING SLIDING HYPERPLANE DESIGN FOR CONTROL
OF DISCRETE DYNAMIC SYSTEMS

In this paper a new sliding mode control strategy, ftommon in logistics,
discrete dynamic systems with input delay and ntmed disturbance is proposed.
The strategy employs a time-varying sliding hypampl selected in such a way
that the closed-loop system stability and finiteetierror convergence are ensured.
Moreover, the system does not exhibit chattering application of the moving
hyperplane helps reduce an excessive magnitudesadfitial control signal.

1. WSTEP

Sterowanie slizgowe [1, 2, 3] jest efektywn metod, regulacji, ktéra zapewnia
niewrazliwos¢ ciagtych obiektow dynamicznych na zmiany parametréwdeto oraz
zaktocenia zewgtrzne spetniajce warunki dopasowania [4]. Zaletregulatorow
slizgowych jest ich niewielka zimnas¢ obliczeniowa oraz midiwos¢ zastosowania do
szerokiej klasy obiektéw, w tym wielu obiektéw ningbwych oraz niestacjonarnych.

Poniewa wspoiczesne uklady sterowania realizowane zazwyczaj jako uklady
cyfrowe, w tym referacie zostata przedstawiona edoca projektowania dyskretnego
regulatoralizgowego [5, 6, 7] do sterowania istotnym gsto, midzy innymi w logistyce,
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spotykanym obiektem dynamicznym, jakim jest intégraz opdnieniem sygnatu
wejsciowego [8, 9, 10]. Do tego celu wykorzystano regol z niestacjonagn
hiperptaszczyzg slizgowa o odpowiednio dobranych parametrach [5, 11, 12,143 15],
co gwarantuje asymptotycznstabilng¢ ukladu zamknitego oraz zbienos¢ uchybu
regulacji do zera w skmzonym, z gory zadanym czasie [16], aze@alpozwala znacznie
ograniczy sygnat sterujcy w pocatkowej chwili procesu sterowania.

2. MODEL OBIEKTU REGULACJI
Wezmy pod uwag dyskretny obiekt dynamiczny z pojedynczym integram opisany
transmitancgj

@)

Schemat uktadu regulacji rozpatrywanego w dalszgjct referatu przedstawia Rys.1.
Przyjmujemy,ze u(kT) oznacza sygnat stengly, wyznaczany przez regulator, natomiast
y(kT) sygnat wyciowy obiektu regulacji, ktérego wasb zadanayy > 0. Zaktadamyze
wszystkie wielkdci w rozpatrywanym ukladzieaggenerowane w statych ogptich czasu
KT, gdzie T jest okresem dyskretyzacji, ka nieujemn liczba catkowia k=0, 1, 2, ... .
Dodatkowo uwzgidniamy zakilécenie zewtrzne, ktére modelujemy jaka priori
nieznanm, ograniczon funkcje czasuh(kT) o dowolnym rozktadzie statystycznym

0<h(kT)< h,, (2)

Ze wzgkdu na opénienie sygnatu steragego M =mT oraz dyskretny charakter
uktadu, sygnat odpowiedzi zale od wartdci zaktdécenia oraz sygnatu wygenerowanego
przez regulator wm wczeniejszych chwilach probkowania. Zaktaglaj ze przed
rozpoczciem procesu sterowania regulator generuje zerowgna u(kT < 0) =0,
wyrazenie okrélajacey(kT) zapisujemy naspujaco

k-1 k-1 k=m-1 [
y(kT)=> u( iT-M)=> H(jT)= > u jH-2 K jD. 3)
j=0 j=0 i=0 j=0
wartos¢ zadana zaklocenie
Yd o MKD .

y(kD)

Integrator

u(kT) u(kT-M) |
Opodznienie M —P
.+
L Obiekt regulacji’

Rys. 1. Model uktadu regulaciji
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Alternatywra do transmitancji operatorowej metpdeprezentacji rozwanego w
referacie ukladu z pojedynczym elementem callypn i op&nieniem sygnatu
wejsciowego jest opis w przestrzeni stanu za pamowna

x[(k+2) T] = Ax(KT)+bu kT)+q f K7, 4

y(KT)=r"x(KT), (5)

gdziex(KT) = [x«(kT) x(kT) ... x-(kT)]" oznacza wektor stanu, ktérego pieryvgmienm,
przyjmujemy jakox;(kT) = y(kT). Natomiast kolejne zmienne (i = 2, 3, ...,n) wybieramy

jako wielkasci sygnatu steracego wygenerowanego przez regulator w-1
wczesniejszych chwilach, a mianowicie

X (KT)=u(k-m )T dla =23,..n (6)

PonadtoA oznacza macierz stanu 0 wymianze n, z kolei b, q orazr s3 wektorami
kolumnowymi on sktadowych

11 0.. 0 0 -
001..0 0 0
A=|: i i b=, q=| |, =] (7
00O 1 0 0
00O 0 1 0

przy czym rad ukladun=m+1=M/T) +1 zaley od okresu dyskretyzacji oraz
op&nienia sygnatu wégiowego u(kT). W zwiazku z powygszym réwnanie (4) mima
przedstawd za pomog zmiennych stanu w rownoviaej postaci

x[(k+DTl= x(kD+ x( k- K kT
% [(k+D T = x (kD
: ®)
X, [(k+D T = x (KT)
X, [(k+D TI = u( kT

W dalszej czsci pracy warté¢ zadam wektora stanu oznaczamy jako
Xd = [Xa1 Xa2 ... %ad'. Z uktadu réwna (8) w stanie ustalonym, przy zaemiu, ze
h(kT) = 0, otrzymujemy

X1 = X1t X2
Xa2 = X3 9)
Xitn-n = Xin

Z pierwszego rownania w (9) wynikze wéwczaxg, = 0. Natomiast z pozostatych réwna
dostajemy rOWNELi Xg = Xg3 = ... =Xgn A zatem, kiedy spetniony jest warunbkT) = 0,
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wszystkie sktadowes; wektoraxy dlai =2, ...,n 3 rbwne zeru. Oznaczg pierwsa
skladowy x4, reprezentujca wartcs¢ zadam wielkosci regulowanej przey, otrzymujemy
wektor wartdci zadanych w postagy = [yg O ... O].

3. PROPONOWANA STRATEGIA STEROWANIA

W tym rozdziale przedstawiona zostanie procedurajegtowania dyskretnego
regulatora slizgowego do sterowania obiektem, ktérego model tato®pisany w
poprzednim punkcie. W algorytmie zostanie wykoragst niestacjonarna hiperptaszczyzna
slizgowa. Parametry ptaszczyzny zostatobrane tak, aby w pogtkowej chwili procesu
regulacji punkt opisuagy stan uktadu teat na tej ptaszcznie. W kolejnych chwilackkT
ptaszczyzna monotonicznie przemieszczavsikierunku pocatku uktadu wspétrgdnych,
w skaaczonym, z géry okidonym czasie ospajac punkt (O, O, ..., 0),a nastpnie
pozostaje nieruchoma.

Niech dana &dzie ptaszczyznélizgowa opisana, w dowolnej dyskretnej chwili > 0,
réwnaniem postaci

s(kT)=c’e(kD+ f( kD=0, (10)

gdzie ¢c'=[c; C,...c)] stanowi wektor parametréw plaszczyzny, przy czghb#O0,
e(KT) = x4 —x(KT) reprezentuje uchyb regulacji, z kolgkT) jest znan a priori funkcja
spetniajica nastpujace warunki

« f(0)=—c"e0); (11)
= f(KT) jestscisle monotoniczna w przedziale czasuiOr]; (12)
=  f(kT) =0 dla dowolnegé > k;. (13)

Dodatnia calkowita staté; jest wybierana tak, aby poprzez odpowiedni dobarteéci
sygnatu sterujcego w ukladzie zapewhiszybky zbieznos¢ uchybu regulacji do zera.
Innymi stowy, odpowiednio zdefiniowana funkdjékT) gwarantuje dolarjakaos¢ regulacii
a jednoczénie pozwala oggma¢ znaczr redukcg wartcsci sygnatu odpowiedzi regulatora
w pocatkowej fazie procesu sterowania.

Zauwamy, ze wobec rownania (10) spetnienie warunku (11) gniasa,  w chwili
pocatkowej KT = 0 punkt opisujcy stan ukladu naky do hiperptaszczyznylizgowej. Z
kolei drugi i trzeci warunek w definicji funkcjif(kT) oznaczaj monotoniczne
przemieszczanie giptaszczyzny w kierunku pogtku uktadu wspétrzdnych, do chwili
osiagniecia przez ni, po z géry zadanym czasie, punktu (0, 0, ..., Opidymie, poniewa
dla k> k; funkcja f (kT) = 0, wicc wyrazenie (12) przyjmuje postas(kT) =c'e(kT) =0 i
wowczas plaszczyzna pozostaje nieruchoma. SposOknaggania parametréowg
(i=1, 2, ...n) przedstawiony zostanie w dalsze¢&z tego punktu.

Funkcjaf (kT) moze by na przyktad zdefiniowana naptijaco

_kin2
f (kT)= (1—2e “ )cTe(o) da k=0,1.. k , (14)
0 dla k<0 oraz k= k
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lub jako jedna z funkcji postaci

K _1lc’e(0) dla k=0,1.. k
f(kT):(kf jce() a Lk

0 dla k<0 oraz k= k

(15)

7K -ﬂ(k_kf) T -
f (KT) = [COSI+ ZSIHT ce(Q dak= 01.k |,

0 dla k<0 oraz k= k

(16)

Graficzm ilustracg powyzszych definicji przedstawia Rys.2.

AN

—cle(0) Ro---

|
kT

kT
Rys. 2. Funkcja(kT) wedtug definicji(a) (14); (b) (15); (c) (L6
Z wyrazenia (10) dl&k + 1 otrzymujemy
c'e[(k+D)T]+ f[(k+D T] = 0. (17)
Podstawiajc do zalenosci (17) rownanie (4) i chwilowo przyjmag h(kT) = 0, mamy
c'x, —cT[Ax(KT) +bu(kT)] + f[( k+1) =0, (18)
skad wyprowadza sinastpujace prawo sterowania

u(kT) = (ch)_l{cT[xd - Ax (KT ]+ f[( k+2) 'I]} . (19)

Zauwamy, ze z racji dokonanego zadenia funkcjah(kT) reprezentujca zakldécenie w
rozwazanym modelu uktadu jawnie nie wgptijje we wzorach (18) oraz (19). Nie oznacza
to jednak, ze wplyw zaktécenia jest tutaj pomijany. Waitosygnatu steracego
wyznaczanego przez algorytm zajldowiem od wartéci funkcji h(kT) posrednio poprzez
x1(kT) = y(kT), okreslone zalenaoscia (3).
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Uwzgledniajagc  wyrazenie (19) w réwnaniu (4), otrzymujemy macierz stanu
zamkngtego uktadu regulaciji

A =[1,-blcb) ¢ |A. (20)
Z kolei wyznaczajc wielomian charakterystyczny macieryotrzymujemy

Ca~ G 74 G2~ Gy 2—2_'_.“_'_01_02 - (21)

‘I
n Cn n

det(2l,-A)=27+

przy czym musi b§ spetniony warunek, # 0.

Jak wiadomo dyskretny liniowy ukfad regulacji jestymptotycznie stabilny wtedy i
tylko wtedy, gdy wszystkie wartoi wlasne macierzy stanu tego ukladu znajdsi;
wewmtrz okregu jednostkowego na ptaszémye zmiennej zespolonej. Z zafesci (21)
natychmiast wynika,ze co najmniej jeden z pierwiastkdw charakterystychn jest
zlokalizowany w pocgtku uktadu wspétrgdnych. A zatem w rozpatrywanym ukladzie
oznaczajc poszczegolne pierwiastki przeg z, z, ..., Z--1 | przyjmujac zo = 0 oraz| < 1
dlai =1, 2, ...,n-1, wielomian charakterystyczny rma zapisaw nastpujacej postaci

det(d,-A)=2z 2)(z 2( 2z X..( 2.2)= (22)
=2"—(z+z+.+7,) T+(zz z2.+ 2.2 "z+..+( 222 )=

:Zn_( Z Zl) i_l+[ Z zl in ?2_ Z ilZi zzi 3 n_2+“' Z i iZZ.Z' i
ip=1,..n-1

=
111

ii=1.n-2 ;= 1.n- 3 = b= 2,
n-1 i

N
N

i3=3,.n-1 i =n-1
i<i,<3 h<i<..<,,

W wyniku poréwnania wspétczynnikow przy odpowiednigotgach zmiennej zespolonej
z prawych stron wyrzgen (21) oraz (22), tj.

C.,~Cvo
e e (_q)P > 27..7 da p=1,2,..,n-1 (23)
Cn ih=1,..n-p g
ip,1=:p—l,...n—2
‘ipzp‘ ..... nfl

otrzymujemy zalgnoi¢

c=g 1+§(—1)" > z7..2 da EL12..,m1 (24)
p=1

|1:.1,,..nfp
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Wprowadzajc pomocnica stah g (i = 1, 2, ...,n—1) reprezentujca wyrazenie w nawiasie
kwadratowym relacji (24), w skrécie zapisujensy=c,d. W konsekwencji wektorc
parametréw niestacjonarnej hiperptaszczyztiggowej (10), gwarantdgy stabilngé
zamkngetego uktadu regulacji, przyjmuje poéta

c'=c[d 9, ... ., 1. (25)

Po podstawieniu wyean (7) i (25) do wzoru (19) zateos¢ opisupca sygnat sterdagy
generowany przez regulator przyjmuje pésta

u(kT) =(c™b) "¢ [x, - Ax(KD)] =

o]\*! y,] |11 Olrx, (kT)
: ol (991 O aem
= c,[9, 0, ... I, ] 0 C[0, Oy o O AR T |- : =
| loo0oo0 .. 1
1 0] 10 0 o .. olx(kD
[y, =% (KT) = % (kT)
_XS(kT) n
=[8, 0, ... 0, 1 : = [y, —x(kD]-Y. 0, x(kD.  (26)
-x, (kT) i=2
0

Uwzgledniajac, toze x,(KT) = y(kT) oraz relagj (6), powyzszy wzér mana zapisé jako
n-1
u(kT =4[y - XKD]=-> 0, d( k ) T. (27)
j=1

Na koniec zauwany, ze w dyskretnym liniowym ukladzie-tego rzdu uchyb regulacji
zbiega do zera w skozonym czasie, gdy wszystkie pierwiastki wielomianu
charakterystycznegoa séwne zeru. Zatem, aby uzysk& witasciwosé, wielomian (21)
powinien mi€ posta

det(zl,-A.)=7, (28)

CO oznaczagy=z = ... =z, = 0 i w konsekwencjig = 1 dla kadegoi =1, 2, ...,n-1.
Wektorc parametrow hiperptaszczyzélyzgowej (10), naley wiec wybierd& jako

c'=[11 .. dc,. (29)

Z kolei prawo sterowania w rozpatrywanym teraz pegku przyjmuje nagbujaca posta

UKD =y - x (kD=3 K kT= y- L K-S [ k)il (30)
i=2 1

j=
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Tym spostrzeeniem kaczymy proceduw projektowania dyskretnego algorytmu
sterowania obiektem calkigym z opénieniem sygnatu weégiowego, ktory zapewnia
stabilng¢ uktadu zamknritego oraz zbienos¢ uchybu do zera w skozonym czasie.

3. PRZYKLAD SYMULACYJNY

W celu weryfikacji przedstawionej strategii steraweaprzeprowadzone zostaty badania
symulacyjne z wykorzystaniem pakietu Matlab-Simkilitvktad regulacji zamodelowano
zgodnie z opisem zawartym w punkcie 2. Zaklaclaie op&nienie sygnatu wégiowego
wynosiM = 6 ms oraz przyjmag jako okres dyskretyzac]i= 1 ms, otrzymujemyn =6, a
stad n=m+ 1 = 7. Parametry hiperptaszczyzslizgowej wybrano zgodnie z zadeoscia
(29) ¢ =c, = ... =¢; = 1. Funkag} f(KT) zdefiniowano wzorem (14), ustalgjtrzy r&ne
wartasci parametrlk: 5, 15 oraz 25. Z kolei symulowane zaktocem(leT) o maksymalnej
wartasci hpax= 10 pokazano na Rys.3(i). Waitozadana wielkéci regulowanej wynosi
Yq = 130. Uzyskane wyniki ilustragjwykresy na Rys.3(ii)-(iv).

Przebiegi na Rys.3(ii) prezenjugygnat sterujcy wyznaczany przez zaprojektowany
regulator $lizgowy zgodnie z zalmoscia (27). Z kolei na Rys.3(iii) zostata pokazana
wielkos¢ wyjsciowa rozpatrywanego ukfadu sterowania. Na obu tygisunkach
zamieszczone zostaty krzywe odpowiadaj wielkgciom u(kT) oraz y(kT) dla trzech
roznych wartdci stalejk;. Jak tatwo zauway¢ ten parametr ma dy wpltyw na wielkdé
sygnatu sterujcego w pocatkowej fazie procesu regulacji, a mianowicieck@iza warté¢
ks implikuje silniejsa redukcg wielkosci sygnatuu(0). Ponadto z przebiegukT) wida¢, ze
w dowolnej chwili KT>0 generowany sygnat przyjmuje zawsze w@itqieujemne i
ograniczone od géry.

Z kolei na Rys.3(iv) widg ze wartdci zmiennej przeiczapcej S(kT) sa zawsze
nieujemne i pozostajw waskim przedziale domkgiym [0; hya = [0; 10]. Fakt ten jest
bezpdrednih konsekweng nieréwndci (2). Przypomnijmy bowiem, zi w modelu
(opisanym w Rozdziale 2) przyijsmy traktowa jako jedyr, dostprg informacg na temat
funkcji h(kT) - jej nieujemné¢ oraz ograniczenie od goéry przZez.. Poniewa w referacie
uwzgkdniamy zaklécenie nie spetmgp warunkéw dopasowania, emi catkowite
wyeliminowanie jego wptywu na stan ukladu nie jestzliwe. W efekcie algorytm
zapewnia dochodzenie punktu opigggo dynamik obiektu do hiperptaszczyzny
slizgowej, co $wiadczy o spetieniu warunku agania ruchuslizgowego [7], pozostaje
jednak pod wptywem zakiécentsakT), co uwidacznia gina przebiegach sygnat(kT)
oraz zmienneg(kT). Celem sterowania nie jest zatem utrzymywaniekpuopisuacego na
hiperptaszczgnie slizgowej przez caly czas od momentu, gdy po rapwsey g osagnie
(ti. zapewnienie idealnego ruchilizgowego), lecz zagwarantowanie pozostawania tego
punktu w bliskim otoczeniu hiperptaszczyzny. Innyshdwy, zaproponowana w referacie
metoda projektowania algorytmu sterowania ma na @apewnienie osgania ruchu
quasislizgowego. Zauwamy, ze w rozpatrywanym teraz problemie sterowania igtotie
wymaga si, aby w kadym kolejnym kroku algorytmu nagtowata zmiana znaku wagic
funkcji () (w odr&nieniu od definicji ruchu quasglizgowego wprowadzonej w pracy
[7]). W konsekwencji, na Rys.3(ii) oraz (iii) niebserwujemy niekorzystnego zjawiska
chatteringu, czyli oscylacji o skozonej i wysokiej cgstotliwosci mogacych powodowé
w uktadach fizycznych nadmiernezyeie lub uszkodzenie elementéw wykonawczych.
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0] (ii)

u(kT)

(iii) (iv)

y(kT)
s(kT)

|

|

L

|

|
Ly
|

|
b
|

|
1
|

|
[1
|

|

1
0

czas [ms] czas [ms]

Rys. 3. (i) Zaktécenie h(kT); (ii) Sygnat stemy u(kT) dla (a) &= 5; (b) k = 15;
(c) k = 25; (iii) Sygnat odpowiedzi uktadu y(kT) dla (@F 5; (b) k = 15; (c) k = 25;
(iv) Zmiennaslizgowa s(kT).

4. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

W referacie oméwiona zostata procedura projektoadiskretnego regulatora
slizgowego wykorzystujcego niestacjonagn hiperptaszczyzn slizgowa do sterowania
obiektem catkujcym z opénieniem sygnatu wégiowego. W rozwzaniach uwzgidniono
wplyw zaktdcenia zewgirznego, ktére nie spetnia warunkéw dopasowaniaarRetry
hiperptaszczyzny zostaly dobrane tak, aby w pilvej chwili procesu regulacji punkt
opisupcy dynamik uktadu leat na tej ptaszcznie. W kolejnych chwilackT ptaszczyzna
monotonicznie przemieszcza esiw kierunku pocatku uktadu wspotrgdnych, w
skonczonym, z gOry okrdonym czasie osgajac punkt (O, 0, ..., 0). Wyniki bada
symulacyjnych potwierdzaj ze zastosowanie przedstawionej w referacie strategii
sterowania gwarantuje asymptotygzstabilng¢ ukladu zamknritego, zbienos¢ uchybu
regulacji (bez oscylacji) do zera w skzonym czasie oraz pozwala zngz ograniczy
sygnat sterujcy w pocatkowej fazie procesu regulaciji.

Praca naukowa finansowana gedkow na nauk w latach 2008 — 2010 jako projekt
badawczy nr N N514 300035 pt. ,Projektowanie pomééni przedczer do slizgowego
sterowania obiektami dynamicznymi”.
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