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ALGORYTM WYZNACZANIA WIELO-TOWAROWEGO
MAKSYMALNEGO PRZEPLYWU W GRAFACH SKIEROWANYCH

Streszczenie
W pracy przedstawiono algorytm wyznaczania maksgegd przeptywu wielo-towarowego w
oparciu o algorytm Dinica wyznaczania maksymalnegazeptywu jedno-towarowego.
Algorytmem Dinica wyznaczonéciezki i ptynace nimi strumienie miedzy kda pag s-t. Idea
zaprezentowanego algorytmu polega na iliweeniu przepltywu towaréw krawedziami
wchodzcymi w sklad wyznaczonyckciezek w spos6b zréwnowany. Ograniczeniu podlegaj
jedynie strumienie o najwakszych wartéciach.

Stowa kluczowe:maksymalny catkowitoliczbowy przeptyw wielo-towarg, grafy skierowane

1. WPROWADZENIE

Przeptyw towardw, ludzi, kapitatu i informacji oraarzdzanie tymi strumieniami jest
sednem zagglzania logistycznego w firmie. Wielo-towarowy prigp towarow jest jednym
z gtébwnych probleméw z obszaru zgtzania logistycznego.

Problem maksymalnego jednostrumieniowego przeptywgrafach skierowanych byt
badany przez Forda i Fulkersona, ktorzy oparli swaforytm o tak zwanesciezki
powigkszapce strumi@ przeptywajcy przez sié, jednake ich algorytm jest nieograniczony
wielomianowo [1]. Dinic w swym algorytmie wyznaczainimalnesciezki powigkszapce i
wprowadzit pogcie przeptywu blokujcego [2]. Algorytm Dinica dziata w czasie O(fiirDla
trzech i wicej towaréw w grafach twierdzenie o maksymalnymepfywie i minimalnym
przekroju traci swaj moc. Dla przeptywu dwu-towarowego Hu przedstawiietdzenie o
maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju [8}ozwiazanie dla problemu
maksymalnego strumienia dwu-towarowego oparte oangtvategt zaprezentowano w [9].
Wielostrumieniowy przeptyw w grafach polega na eza&niu takiego strumienia wszystkich
towarow w grafie, ktéry zaspokaja zapotrzebowarpgvedw na towary dostarczane ze
zrédet w grafie skierowanym przy uwzdhieniu pojemngci krawedzi graféw, przez ktore
przeptywa [10]. W przypadku, gdy kradziom grafu przypisze swagi reprezentage koszt
problem nie tylko bdzie polegat na znalezieniu maksymalnych strumiewarow w grafie,
ale i na tym, aby koszt ich przesylu byt jak najepsey [5,6]. Problem réwnolegtego
przeptywu (concurrent flow problem) jest wergproblemu wyznaczania maksymalnego
przeptywu wielo-towarowego (maximum multicommoditjow), ktorego celem jest
znalezienie maksymalnej gzi z takiej, ze przynajmnieg procent kadego zapotrzebowania
D; towarui przy uwzgédnieniu pojemngci poszczegolnych krawdzi przeptywa przez ste
grafu [3,4]. Przeptywagy strumié w grafie mae ulegé podziatowi lub te nie. Jéli mamy
do czynienia ze strumieniem niepodzielnym méwimgadyto strumieniu, ktory pada jedm
sciezka pomedzy zrédtem s a sptywemt. W przypadku strumienia podzielnego struinie
moze przeptywa wigksz niz jeden liczla sciezek laczacych zrodio ze sptywem. Problem
catkowitoliczbowego maksymalnego wielotowaroweguarsiienia podzielnego w grafie jest
problemem NP-zupeinym [12], tak jak i niepodzieloegtrumienia [11]. Problem
wyznaczania minimalnych sciezek jest podproblemem maksymalnego przeptywu
wielotowarowego (multicommodity maximum flow proble- MCMFP) i w zwazku z nim

507

Logistyka 2/2011




Logistyka — nauka

zaproponowano nowy sposob wyznaczania najkrotsggiehek dla problemu wyznaczania
maksymalnego przeptywu wielo-towarowego w pracy].[1Brawie catkowity przegd
artykutow naukowych nad gtym problemem maksymalnego przeptywu wielo-towagga
zawarty jest w [10], Zaprzeghd artykutéw dla wersji catkowitoliczbowej mina znale¢ w
[14]. Problem catkowitoliczbowego maksymalnego piy@u wielo-towarowego o
minimalnym koszcie jest tematem prac [15,16,17].

Ogolnie problem wyznaczania maksymalnego przephmalo-towarowy modeluje i
za pomog grafu G ztaonego ze zbioru wierzchotkow V i zbioru kreaei skierowanych E z
przypisanymi im przepustowoiami ¢: E — R'. Dla kaxdego towarui wyrdznia sk
wierzchotek poday s i wierzchotek popytu;ti niezaspokojone zapotrzebowanie Micdzy
wierzchotkiem sa t musi istni€ sciezka p, aby zapotrzebowanie; bnogto by zaspokajane.
Dla kazdego strumienia; fprzeptywajicego sciezka powickszapca p, gdzie f: E— R,
ograniczenie pojemnoiowe ka&dej krawedzi wchodace] w skiladsciezki pi musi by
spetnione, co oznaczae strumi@é ptynacy krawedzia z przypisan mu przepustowdtia nie
moze by wigkszy niz ta przepustowid fi(e)<=g(e). Dla kadego z wierzchotkow v w V
winne by rowniez spetnione nasgpujace ograniczenia dotygze wptywajacych i
wyptywajacych strumieni;f

m R -~ N >
X A u,va@fi v,uab =@di : di < Di, gdyv =9 lubdi :di < Di,gdyv =tilubO, gdyv #ti,s

i=1

Problem wyznaczania maksymalnego strumienia wm@hatowego polega na
maksymalizowaniu sumy catkowitoliczbowych strumiefii spetniajgcych ograniczenia
krawedziowe:

MAX X  fpi

i=1
m D

C
X fpijj <c 8 e2E
i=1
gdzie:
fpij - strumie §ciezki p; przechodacy przez krawdz j o przepustowszi ¢;

2. ALGORYTM MAKSYMALNEGO WIELO-TOWAROWEGO PRZEPLYWU

Z pocatku algorytm w punkcie 1 wykorzystuje proceglinica do wyznaczania dla
kazdej pary wierzchotkéw t) zbioru najkrétszychsciezek powkkszapcych strumié
przeptywajicych przez graf G w taki sposaig jesli wyznacza ten strumiemaksymalny dla
jednej z par £t) to pozostate pary niegsbrane pod uwag W taki sposéb otrzymuje esi
odpowiednio listy wszystkich najkrétszyéhiezek powekszapcych dla kadej pary §t) by
tworzyty one w sumie pefnliste sciezek powekszapcych dla wszystkich par wierzchotkéw
(st). Kazda sciezka powkkszapca sktada si z krawgdzi o okrélonej przepustowsei cj;.
Najmniejsza pojemrigé z tych krawdzi okr&la wartgci maksymalnego strumienia, ktory
moze przeptywa dary sciezka powigkszapca, co oznaczono przeg., gdzie(i,j) oznaczaj
krawgdz grafu G, z& k oznacza numer pardkowy najkrétszejsciezki powiekszapcej
przechodzce] przez dam krawedz. Zsumowanie dla kalej krawedzi strumieni
poszczegodlnych najkrétszyaéhiezek powekszajcych przechodgych przez te kragdzie w
punkcie 2.1 algorytmu daje sumaryczny struimpgezeptywajcy przez krawdz, ktéry przy
nie uwzgkdnianiu przepustowdi i przy swobodnemu przeptywowi strumieni najkeytsh
sciezek powkkszapcych zapewnitby maksymalny strumiavielo-towarowy przeptywagy
przez graf. Jednak istnienie przepustéevdkranedzi maze ogranicz& i czesto ogranicza
wartags¢ sumy tych strumieni najkrotszydtiezek powkkszapcych. W celu zapewnienia
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zrownowaonego przeptywu strumieni najkrétszydtiezkami powekszapcymi ogranicza

si¢ te strumienie do warfci réwnej sredniej przepustowsai wynikajace z przepustovwoi

krawedzi i liczby najkrotszychiciezek przechodaych przez te kragdzie w punkcie 3 i 4.3

algorytmu. Jednak esto jest tak, ze niektore strumienie najkrotszychciezek

powickszapcych s mniejsze odiredniej przepustowsai krawedzi i w zwiazku z tym nie
wykorzystywatyby one przydzielonej inmkredniej przepustowsni krawedzi. W celu
zwickszenia catkowitego strumienia przeptywaggo przez krawdz, nie wykorzystane
srednie przepustowsai przez niektore strumiedciezki powickszapce, ktére s mniejsze od
sredniej przepustowsgi, mogy zost& przydzielone innym strumieniom. W tym celu od
przepustowéci krawedzi odejmuje s te strumienie, ktére w sposob swobodny mog
przeptym¢ przy s$redniej przepustowsmi krawedzi, a otrzymaa réznice dzieli sk na
pozostad liczbe sciezek powkkszapcych przechodcych przez krawdz, ktore do tej pory
byly wicksze ni srednia przepustowso krawedzi. W taki sposob otrzymujecsnows wiekszy
od dotychczasowe] waldé sredniej przepustowsni krawedzi. Posgpowanie to
kontynuowane jest dad, dolkad wyskpuja sSrednie przepustowsosi krawedzi nie
wykorzystywane w pelni przez przeptyweg przez krawdz strumienie $ciezek

powickszapcych. Odpowiada to punktowi 4 algorytmu. Niech grkeawedz o pojemnéci c

= 18 przeptywa 6 strumieti =1, f, =2,f3 =3,f4 =5, f5 =6 ifg =7. Suma strumieni wynosi =

1+ 2+ 3+5+6+ 7 = 24&rednia pojemn& wobec tego wynosi, = 18/6 = 3. Strumienie

f1, f2 i f3 przeptywag bez przeszkdd wt je odejmujemy od sumy strumieni przeptyaegich
przez krawdz ¢ = ¢c- f; — f, — f3= 18 — 1- 2- 3 =12. Z pogikowej liczby strumieni
przeptywajicych przez krawdz 3 przeptywa w sposéb swobodny, a pozostate 3Nmsva
srednia przepustovgé wynosi terazcg; = ¢/3 = 12/3 = 4 i terazaden ze strumieni nie me
przeptyra¢c w sposob swobodny i wszystkie ®graniczane do wadoi rownej sredniej

przepustowsci fz =f, =fs = ¢4 = 4.

W momencie, gdy nie ma justrumieni mniejszych odredniej przepustowai
krawedzi, a g tylko wigksze to musz one ulec one ograniczeniu do wadosredniej
przepustowséci krawedzi w punkcie 5 algorytmu. Zapewnia to rOwnagwea potraktowanie
wszystkich strumieniciezek powkkszapcych, ale pewne strumienig mniej, inne bardziej,
a jeszcze inne w ogole nia sgraniczone w warkgi strumienia przeptywagego nimi, w
stosunku do przypadku, gdyby nie bylo r@hoych ogranicze w postaci przepustowoi
krawedzi. Dla wszystkich strumieni przeptywaych sciezkami powkkszapcymi w kazdej
krawedzi nalezacej dosciezki powickszapcej nastpuje inne ograniczenie wakm ptynacego
strumienia i z tego wzgllu przeszukuje sikrawedzie w punkcie 6 algorytmu w celu
wyznaczenia strumienia, dla ktérego mp8b najwicksze zmniejszenie wadc. Ten
strumiehn w danej krawdzi maze przypé tylko ta najmniejsz wartg¢ i nie mae by
wigkszy, a jéli jest wigkszy w innych krawdziach to z pewrnigia maze on zwolné
zajmowam tam przepustowsd krawedzi dla innych strumienéciezek powkkszapcych. Z
powyzszego powodu w punkcie 7 algorytmu rasie zmniejszenie wargoi strumieniaz do
najmniejszej wartéi (minimalnej) we wszystkich krasdziach, przez ktore przeptywa.

Jezeli byt taki strumié z, ktéry zostat maksymalnie ograniczony w poréwnamiu
innymi strumieniami to wszystkie obliczenia zagane z wyznaczeniem kolejnego strumienia,
ktérego warté¢ zostanie maksymalnie ograniczona powtarza silatego w punkcie 9 jest
powroét do punktu 2 algorytmu. Pseudokod algorytnyanvaczania maksymalnego strumienia
wielo-towarowego przedstawiagsiastpujaco:

1. wyznacz algorytmem Dinica znajdowania maksymalnegoeptywu w grafieG dla
wszystkich par wierzchotkéwt wspolm liste najkrotszychéciezek powkkszapcych Py i
ich strumienidijk (k € Ps) przeptywajce przez krawdzie (,j) tworzace tesciezki

2. dla kadej krawedzi grafue; e E i kazdejsciezki k takiej, ze k e Py

a. fij :fij +fijk
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b. S_fijk = fijk
c. jesli (fi >0) (Ip); = (Ip);j +1
3. Gijx =Gj/ (Ip)j
4, While(fi,-k <Cijsr )
{
a. fij :fij —fijk
b. (Ip)j = (Ip); -1

C. Gjx =Cij/(Ip)j

jeshi (fijk >Cijsr ) fijk =Cijsr
znajd z takie,ze (s _fij; —fij;) -> max s _fij; # fij;
dlasciezki z : s_fij; =fij;
fijk = s fijk
jesli istniejezwrd¢ do 3
Catkowita zl@onas¢ czasowa algorytmu wynosi Gfn Algorytm Dinica wykonuje si
w czasie O(mf), ale w wersji usprawnionej wykorzysiopj przepustowd wierzchotkéw
wykonuje s¢ w czasie O(F). W liniach 3, 5 i 6 algorytm dziata w czasie ¢)(n

©oNoO

3. PRZYKLAD DZIALANIA ALGORYTMU

W celu przestawienia jak dziata algorytm na przydiie wpierw natey przygotowa

graf do badania w postaci sieci planarnej¢Sinarm grafu przedstawiono na rysunku 1.
Wierzchotki z danej kolumny i wierszaj mog by¢ tylko polczone krawdziami z
wierzchotkami kolumny-1 orazi+1 oraz z wierszy-1 orazj+1. W rozwaanym przyktadzie
sie¢ planarna skilada sig bedzie z trzech wierszy 1 czterech kolumnach o nuwgtera
wierzchotkéw jak na rysunku 2. Maksymalne pojedunkrawedzi przedstawioneasprzez
macierz G grafu. Przyjmuje ¢siwyskpowanie w przeptywie wielo-towarowym czterech
strumieni s-t : 1-9, 2-11, 3-10 oraz 4-12.

Tabela 1. Macierz G maksymalnych pojemngci kraw edzi.

1[2]3]4 [5 [ 6| 7/8[9]10[11]12
1 -4l [1a12- [-[-[- |- |- |-
2 |-|- |- [13[15]14]- |- |- |-
3 [-15]- |- [13[12]- |- |-~
4 - 5 - [7]-]9
5 - |5 | 8[6]-
6 - - [-Tel7]- [- |-
7 - - [-[-]-]10]- |12
8 - |- |5[-[5]11]12]-
o [-1-1-[- |- - [-Ta[-]- |- |10
0/--[-1- |- [- [-1[-1-]- |6 |-
w2--[-1- - [- [-1-1-]- |6 |-

Dla sieci planarnej grafu z rysunku 2 i macierzyn@ksymalnych pojemsoi jej
krawedzi wyznaczono algorytmem Dinica ngstijace strumienie dla poszczegolnych par s-t:

1) dlapary1l-09: sciezka 1-4-9 strumieo wartaci 9
sciezka 1-5-6-9 strumieo wartagci 5
sciezka 1-5-8-9 strumieo wartaci 5
sciezka 1-2-6-9 strumieo wartaci 2
2) dla pary 2-11: sciezka 2-5-8-11 strumieo wartgci 6
sciezka 2-4-7-10-11 strumieo wartagci 6
sciezka 2-4-9-12-11 strumieo wartaci 6
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sciezka 2-6-8-11 strumieo wartaci 6
3) dla pary 3-10: sciezka 3-5-8-10 strumieo wartaci 6
sciezka 3-6-8-10 strumieo wartgci 5
sciezka 3-5-7-10 strumieo wartaci 7
sciezka 3-2-4-7-10 strumieo wartaci 3
4) dla pary 4-12: sciezka 4-9-12 strumieo wartaci 9
sciezka 4-7-12 strumieo wartgci 7
sciezka 4-5-7-12 strumieo wartgci 5

Rysunek 1. Siatka planarna grafu o 3 wierszach i Kolumnach.

Tabela 2. Wartdéci srednie pojemndici kraw edzi sieci planarnej.

1[2[3[4 [5 |6 | 7[8]9[10[11[12
1 [-[a]-[1a]6 [- [-[-[-[- [- [~
2 [-[- -4 [15]7 [-[-[- |-

3 [-15]-]- |6 [12]-[-[-|-

4 [-[-[-[- [5 [- [3[-[3

5 - |5 [4]2

6 - -13]3]-

7 - - [-[-[-13 [- |6
8 - |- [5]-5|5 |6 |-
9 - = [-la[-|- [- |5
o ---[- [- [- [-[-[-[- |6

w2- - [ [ [F[-1-]- 16 [-

Dla krawedzi (1,2), (1,4), (1,5), (2,5), (2,6), (3,2), (B,64,5), (5,6), (8,7), (8,9), (8,11),
(9,8), (10,11) oraz (12,11) wafto strumieni przeptywagrych jest mniejsza lub réwna
wartasci sredniej przepustowsai danej krawdzi, a wic strumienie mogprzez te krawdzie
przeptywa w sposob nieograniczony.

Dla krawedzi (2,4) jeden ze strumieni ma mniejszarta¢ niz srednia przepustovgo
krawedzi, wigc zwalnia on cg¢ przepustowsgri dla pozostatych strumieni. Mamy 13 — 3 =10
(przepustowgt krawedzi minus strumig@ mniejszy nk srednia przepustovéé krawedzi) oraz
10/2 =5, wec nowasrednia przepustowo dla pozostatych dwdoch strumieni wynosi 5 i do tej
wartcsci zostaj ograniczone te dwa strumienie. Przez kv (2,4) przeptywaj wiec
strumienie o wartciach 3, 5 i 5. Podobnie jest dla krgzi (7,10) tutaj swobodnie
przeptywa strumig o wartgci 3, wigc nowasrednia przepustowo wynosi 10 — 3 = 7 oraz
7/2 = 3,5 czyli 3 i wszystkie strumienie przeptywesg przez krawdz (7,10) mag nastpujace
wartcéci 3, 31 3.

Dla krawedzi (4,7) wszystkie trzy strumienie o waitech 6, 3 i 7 poniewasa wigksze
od sredniej przepustowsti krawedzi zostag ograniczone do warfoi sredniej i wynosz
odpowiednio 2, 2 i 2. Podobnie dla krgzi (5,7) strumienie przeptywge zosta
ograniczone do warfoi 4 i 4, dla krawdzi (5,8) do wartéci 2, 2 i 2, dla krawdzi (6,8) do
wartcsci 31 3, dla krawdzi (4,9) do wartéci 3, 31 3 i dla krawdzi (9,12) do wartéci 51 5.
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jacych przez krawedzie sieci planarnej.

1]2 [3[4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 [-]2[4]]-]9 5,5[6,6] - - - - - - -
[11]
2 16,63 6[15] | 2,6 - -
[4,4,4] [7.7]
3 [-[36]]- |- 6,7[6,6]/5[12] |- - -
4 [-- 5] |- 6,3,7 9,6,9
[2,2,2] [3,3,3]
5 5] |75[4.4] | 566 |- -
[2,2,2]
6 6,53,3] | 5.2[3,3] | - -
7 - - 6,73 75
[3,3,3] [6,6]
8 5[5] 5[5] 6,5 66 |-
[5,5] [6,6]
9 4[4] - - 6,9
[5,9]
10]- |- 6[6] |-
12]- |- 6 [6]

przeptywa bez ograniczenia i nowa przepustgwd3 — 6 =

Dla krawedzi (4,7) wszystkie trzy strumienie o waitech 6, 3 i 7 poniewasa wigksze
od sredniej przepustowsti krawedzi zostag ograniczone do warfoi sredniej i wynosz
odpowiednio 2, 2 i 2. Podobnie dla krgi (5,7) strumienie przeptywge zosta
ograniczone do warfoi 4 i 4, dla krawdzi (5,8) do wartéci 2, 2 i 2, dla krawdzi (6,8) do
wartcsci 31 3, dla krawdzi (4,9) do wartéci 3, 31 3 i dla krawdzi (9,12) do wartéci 51 5.

Dla krawedzi (6,9) strumié o wartgci 2 przeptywa bez ograniczenia wdrbi nowa
wartas¢ przepustowsci krawedzi wynosi 7 —2 = 5, a wc i1 drugi strumié@ maoze przeptyaé
bez ograniczenia jego wasth. Podobnie jest dla krawzi (3,5) strumié@ o wartgci 6

7 pozwala drugiemu

strumieniowa o warkei 7 rowniez przeptymé bez ograniczenia jego waétd. Podobnie dla
krawedzi (7,12) jest swobodny przeptyw strumienia o wanit5 i w nasgpstwie o wartéci 7
(12 — 5 = 7), a tate dla krawdzi (8,10) swobodnie przeptywa strumie wartgci 5 i w
nastpstwie o wartéci 6 (11 — 5 =6). Ograniczenie wadto strumieni przeptywagcych przez
poszczegolne kragdzi prowadzi do ograniczenia wastd strumieni dla poszczegoélnych par
towarow s-t i tak zmniejszagswarta¢ strumieni:

1) dlapary1l-9:

2) dla pary 2-11:

3) dla pary 3-10:

4) dla pary 4-12:
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sciezka 1-4-9

sciezka 1-5-8-9

sciezka 2-5-8-11

sciezka 2-4-7-10-11
sciezka 2-4-9-12-11
sciezka 2-6-8-11

sciezka 3-5-8-10

sciezka 3-6-8-10
sciezka 3-5-7-10

sciezka 3-2-4-7-10
sciezka 4-9-12

sciezka 4-7-12
sciezka 4-5-7-12
Wartasci strumieni ptyacych sciezkami 1-5-6-9 oraz 1-2-6-9 nie ulegty ograniczemiu,
najwickszemu z& ograniczeniu ulegt strumiel-4-9 oraz 4-9-12 z waroi 9 do 3 i takie
wartasci na state przypisujemy tym strumienions zah procedu¢ powtarzamy i obliczamy
nowe wart@ci strumieni ze wzgldu na toze obnienia wartdci strumienia 1-4-9 oraz 4-9-12
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z wardoi 9 do 3
Z warkei 5 do 2
z wartmi 6 do 2
z warfoi 6 do 2
z warfoi 6 do 3
z wartwi 6 do 3
z warkei 6 do 2
zwarkei 5 do 3
z warkei 7 do 3
z wartmi 3 do 2
z warkei 9 do 3
z wartei 7 do 2
z warkei 5 do 4
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mogto udosipni¢ innym strumieniom wczZmiej zajmowan przez nie przepustow® w
krawedziach, przez ktore przeptywaj Wartagd¢ strumienia 1-4-9 zostala najmocniej
ograniczona w kragdzi 4-9 i zwolnienie oZci przepustowfci pierwotnie zajmowanej

nastpuje w krawedzi 1-4, ale nie ma to w naszym przypadku znaczegdg zaden inny
strumier nie mae skorzysté, ze zwalnianej przepustow® w krawedzi 1-4, gdy tylko
strumien 1-4-9 przez ni przeptywa. Warté& strumienia 4-9-12 zostatla najmocnie]
ograniczona w krawedzi 4-9, a wg¢c w krawedzi (9,12) strumi# ten zwolnit cz$¢ sredniej
przepustowséci krawedzi, ktora wynosita 5, jednak drugi strumié przeptywajcy przez
krawedz (9,12) a mianowicie 2-4-9-12-11 nie neo z tej dodatkowe] przepustosod
skorzyst&, gdyz tez jest ograniczanyredni przepustowscia krawedzi (4,9) wynoszca 3.

Tabela 4. Wartdéci aktualnych przepustowdci oraz strumieni przeptywajacych przez krawedzie sieci.
9 10

1]2 [3[4 5 6 7 8 11 12
1 |-|2[4]]- [3[11] 5,5[6,6]| - - - - -
2 [-[- [-]633 6 2,6 - -
733 |[15] |[7.7]
3 [-]3[5]]- |- 6,7[6,715[12] |- - -
4 [-- 5] |- 6,3,7 333
[2,2,2] 3,3,3]
5 5[] |75 5,6,6 - -
[4,4] [2,2,2]
6 - 6,53,3] | 5.2[5,2] | - -
7 - - 6,7,3 7.5
[3,3,3] [7.5]
8 5[5] 5[5] 6,5 66 |-
[6.5] [6,6]
9 4[4] - - 33
[5,5]
10]- |- 6[6] |-
12]- |- 316]

Ograniczony do wartei 3 strumié 2-4-9-12-11 zwalnia przepustovye krawedzi (2,4)
oraz (12,11). Zwolniona przepustosgon krawedzi (12,11) jest bez znaczenia, gqyzez 4
krawedz przeptywa jeden wkmie ten strumig i wobec tegozaden inny nie mee skorzysté&
ze zwolnionej przepustowo, gdyz nie istnieje. W krawdzi z& (2,4) mamy teraz
nastpujace strumienie 2-4-7-10-11 o waitd 6, ograniczony do warfoi 3 przez krawdz
(4,9) strumié 2-4-9-12-11 oraz strumie3-2-4-7-10 o warti 3. Wida wigc wyraznie, ze
strumier 2-4-7-10-11 o warkei 6 skorzystat ze zwolnionej ¢xi przepustowsci krawedzi
(2,4), gdy nowa przepustowsd 13 — 3 — 3 = 7 pozwala na przephgie tego strumienia bez
ogranicz@, gdy wczeéniejsza ograniczata jego wastodo 5, ale pod warunkieng wart@é
tego strumienia 2-4-7-10-11 nie jest ograniczanaeustowécia innych krawdzi
wchodzcych w sktadkciezki, ktdra przeptywa. Ograniczenia w tej chwili wastd strumieni
wystepuja w krawedziach (4,7), (5,7), (5,8), (6,8) oraz (7,10):

sciezka 1-5-8-9 Zz warkei 5 do 2
sciezka 2-5-8-11 z wartwi 6 do 2
sciezka 2-4-7-10-11 z warfoi 6 do 2
sciezka 2-6-8-11 z wartwi 6 do 3
sciezka 3-5-8-10 z warkei 6 do 2
sciezka 3-6-8-10 zwarkei 5 do 3
sciezka 3-5-7-10 z warkei 7 do 3
sciezka 3-2-4-7-10 z wartei 3 do 2
sciezka 4-7-12 z warkei 7 do 2
sciezka 4-5-7-12 z warkei 5 do 4
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Maksymalnie wart& strumienia zmniejszaesio 5 dlasciezki 4-7-12 ze wzgidu na
ograniczenie narzucane przez kedw (4,7). W krawdzi (7,12) zwalniana jest
przepustowgs, ale nie ma to znaczenia, gdgrugi strumi@ ptynacy ta krawedzia nie mae
zwickszy swojej wartdci, gdyz jest ograniczany przepusto$em krawedzi (5,7). Kravedz
(4,7) ogranicza tewarta¢ strumieni 3-2-4-7-10 oraz 2-4-7-10-11, ktore zvignw czsci
zajmowane uprzednio przepustawo krawedzi wchodacych w skladsciezek, ktorymi
przeptywaji, a szczegolnie dotyczy to kraszi (7,10) i strumienia 3-5-7-10, ktéry nie musi
by¢ teraz ograniczany do 3 przez krak (7,10), tylko do 5 (10-2-3=6), a faktycznie jest
ograniczany do 4 ze wzglu na krawdz (5,7). Jéli strumienie leda przetwarzane jeden po
drugim pojawi s nam nowa przepustowd krawedzi (4,7) dla strumienia 3-2-4-7-10.
Ograniczenia teraz wada strumieni wystpuja w krawedziach (5,7), (5,8), (6,8) oraz (7,10).

Tabela 5. Wartdéci aktualnych przepustowdci oraz strumieni przeplywajacych przez krawedzie sieci.

12 |3]4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 |-|2[41]-[3[11] |5,5[6.6]| - - - - - - -
2 - |-1233 |6[15] |26 |- - - - -
[7,3,3] [7,7]
3 |-1365] - |- 6,7[6,7]1| 5[12]| - - -
4 - 5 [5] - 223 |- 333
[2,2,3] [3,3,3]
5 5[5] | 7,5[4,4]] 5,6,6[2,2,2] - -
6 - - 6,5[3,3] 52[5.2] - -
7 - - - 2,73[25,3] | - 2,5[7,5]
8 5 [5] - 5 [5] 6,5[6,5] 6,6[6,6] -
9 |-[- -1 - - - - 4[4] - - - 3,3[5,5]
10|- |- - - - - - - - - 2 [6] -
12]- |- - - - - - - - - 3[6]
Tabela 6. Wartcéci aktualnych przepustowdci oraz strumieni przeptywajacych przez krawedzie sieci.
1/2 [3]4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 (-2 |-|3[11] 25 |- - - - - - -
[4] [6,6]
2 - |-1233 2 23 - _
[7,33] |[15] |[7,7]
3 1-13 |-]- 2,4 5 - -
[3] 6,71 |[12]
4 - -] - 4 - 22,3 - 3,33 - -
[5] [2,2,3] [3,3,3]
5 - - 5 4,4 222 -
[5] [4,4] [2,2,2]
6 - - - 3,3[3,3] 5,2[5,2] - - -
7 - - - 243 - 24
[2,5,3] [7,5]
8 |-]- - - - - 5 [5] - 2[5] 2,3[6,5] 2,3[6,6] |-
9 |-|- [-|- - - - 4[4] - - - 3,3[5,5]
10| - - - - - - - - - - 2 [6] -
12 - - - - - - - - - 31[6]
Zmniejsza s warta¢ strumieni: sciezka 1-5-8-9 z warti 5 do 2
sciezka 2-5-8-11 z wartei 6 do 2 max
sciezka 2-6-8-11 z wartai 6 do 3
sciezka 3-5-8-10 z warkei 6 do 2 max
sciezka 3-6-8-10 z wartwi 5 do 3
sciezka 3-5-7-10 z wartwi 7 do 4
sciezka 4-5-7-12 z wartwi 5 do 4
514
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Krawedz (5,8) maksymalnie, gdyo 4, ogranicza wargé strumieni 2-5-8-11 oraz 3-5-8-
10 i ma te decydujcy wptyw na strumig 1-5-8-9 i po uwzgidnieniu tego ograniczenia w
pozostatych strumieniach kradz (6,8) ogranicza warfd strumieni 2-6-8-11 oraz 3-6-8-10
do 3, a krawdz (5,7) ogranicza warfo strumieni 3-5-7-10 oraz 4-5-7-12 do 4.

Mamy wigC ograniczone juwszystkie strumienie wyznaczone algorytmem Dirdta
wszystkich par s-t wielo-towarowego strumienia msutych strumieni tworzy maksymalny
strumier wielo-towarowy.

4. WYNIKI BADA N TESTOWYCH

Aby przeprowadd testy na opracowanym i zaimplementowanym algomytmi
wygenerowano szereg grafow tak by tworzyly oneksigilanarm poprzez umieszczenie
wierzchotkdw graféow w wztach na przeeciu wierszy i kolumn siatki. Wyspowanie
krawedzi taczacej dwa gsiednie wierzchotki w wztach jest zalene od parametrg. Parametr
g przyjmuje wartéci z zakresu od 0 do 1 i z takim prawdopodébieem istnieje krawndz
taczaca dwa wierzchotki w sieci planarne;.

Parametrg ma bezpéredni wptyw na liczh sciezek powkkszapcych strumié wielo-
towarowy przeptywajcy przez graf. W tabeli 7 zawarto zates¢ czasu dziatania algorytmu i
liczby sciezek powkkszapcych od gstasci krawedziowej g, ktore to obie wielkéci malep
wraz z malegjca gstasci krawedziowa. Testy przeprowadzono dla przeptywu dwu-
towarowego (s-t = 20) oraz przy siatce o 10 wierkzdl0 kolumnach @x n, = 10 x 10).

Tabela 7. Wplyw gestosci wystepowania krawedzi g na czas obliczé s-t=2, n1xn2=10x10
Gestas¢ krawedziowa g 1.0 09| 08| 0.7/ 0 05 04 0.3 |0.2

Liczbasciezek powkkszapcych| 1493| 1404| 1064| 1108| 554|291 | 223| 159| 36
Czas dziatania algorytmu t [sel$7 |63 | 47 | 49 | 24| 12 9| 7| 15

Ze wzgkdu na to,ze rozwhzywanym problemem jest przeptyw wielo-towarowy
interesujcy jest wplyw liczby towardw na dziatanie algorytmuna liczley sciezek
powigkszapcych maksymalny strumie W obu przypadkach zaleos¢ ta jest liniowa, a
wyniki bada tego wptywu zawarto w tabeli 8. Testy badawczeprawadzono przyegtasci
krawedziowej g = 1.0 i siatce o0 5 kolumnach i 5 wierdz&oix n,= 5 x 5).

Tabela 8. Wptyw liczby towaréw s-t na czas obliczealgorytmu q=1.0, n1xn2=5x5
Liczba towarow s-t 3 4 5 6 7 8 9 1(
Liczbasciezek powkkszapcych| 1049| 2820| 3927| 7963| 12778| 13215| 17126| 18805
Czas dziatania algorytmu t [sek]1,3 5 11| 27 44 50 59 60|

Tabela 9. Wplyw liczby wierzchotkéw grafu n na czaslziatania algorytmu g=1.0, s-t=5

Wymiar problemu nl1x n2 Ax4 5x8 6x6| 7x7| 8x8
Liczba wierzchotkow grafu n 16| 25| 36 49 64
Liczbasciezek powkkszapcych 2512 3927| 11584| 16639| 36296
Czas dziatania algorytmu t [sek] 1,5 11 87 319 1599

Ostatni przeprowadzony test dotyczyt badania wplgaby wierzchotkéw grafu w
siatce planarnej na dziatanie algorytmu. Wraz zeostem wymiaru problemu wzrasta
zarOowno liczbasciezek powkkszapcych maksymalny strumiewielo-towarowy jak i czas
dziatania algorytmu, ktory to czas dziatania wyladiniowa zaleznos¢ w stosunku do liczby
sciezek powekszapcych. Wyniki bada zawarto w tabeli 9. Badania przeprowadzono przy
piecio-towarowym strumieniu (s-t = 5) iegtasci krawedziowej rownej jeden (g = 1.0).
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5. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono wielomianowy algorytm wyzreaga maksymalnego

catkowitoliczbowego przeptywu wielo-towarowego wafgch skierowanych o strumieniach

podz

ielnych. Algorytm ten w zastosowaniu do graf@v uwzgkdnieniem kosztéw

przypisanych ich kragdziom mae po niewielkich modyfikacjach bywykorzystywany do

wyzn

aczania maksymalnego przeptywu wielo-towaroweganimalnym koszcie.
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AN ALGORITHM FOR FINDING AN MULTI-COMMODITY
MAXIMUM FLOW IN A DIRECTED GRAPH

Abstract
In this paper algorithm for maximum multi-commoditgw problem, which is based on Dinic’s

algorithm for maximum flow problem, is presentedadmum flow is computed for each
transported commodity between s-t vertices throughine network graph using Dinic’s
algorithm. Each commodity could be transported iffebnt flows moving throughout different
paths. The idea of presented algorithm rely onrzitey of all flows by using calculated current
capacity for each edge in network.

Keywords: integer multi-commodity flow problem, directed ghap




