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OBLICZANIE ODKSZTALCE N SPREZYSTEJ PROBKI
PRZY UZYCIU PROGRAMU DOST EPNEGO ONLINE

W pracy przedstawiono rozwanie analityczne rownania hdiczkowego
ugiecia ptaskiej belki wspornikowej olgbnej sily pionow; oraz dokonano analizy
mcazliwosci jego zastosowania do obliczeigiecia probek stosowanych do baida
wytrzymaldci zmeczeniowej. Catkowanie réwrgprowadzi do wyznaczenigiste]
matematycznie zaleosci kgta ugecia od bi€gcej zmiennej niezateej (odlegtaci
od pocztku ukladu wspohanych). Zastosowanie znanego ragzania,
w przypadku wyspowania ddych ugeé¢ belki, prowadzi do znacznyche8bw,
przekraczajcych 11% wartéci kgta ugiecia.

CALCULATION OF DISTORTION OF ELASTIC SPECIMEN
USING ONLINE APPLICATION

Analytical solution of differential equation of fl@lastic bracket distortions’
under vertical force is shown in the paper. Residlintegration of the equation
is coincidence only for relation between deflectargle and distance from fixed
point of beam. In the case of using simple solutibaquation to analyze deflection
of a spring, the error may be over 11% of deflecémgle value.

1. WSTEP

Aby wyznacz¢ wartgci napezen odpowiadajcych trwatej wytrzymaitéci
zmeczeniowe] dla elementéw sgystych konieczne jest wywotywanie odpowiednio
dwych odksztalce Matematyczny opis takiego problemu jestmyp niz uproszczone
zaleznosci odpowiednie do analizy typowych konstrukcji zymierskich o duej
sztywndaci. Dokladnego rozwizania ugicia spezystej belki nie ména przedstawi
z powodu trudnéci analitycznego catkowania réwnania zmnéczkowego, dlatego
wykorzystuje s metody prowadice do rozwizan przyblizonych. [1, 2]

Zaprogramowano badania zazeniowe na zginanie probek ptaskich o przekroj202x
mm. Dluga¢ probek okréono na 250 mm, w tym €z¢ uchwytowa obejmowata 30 mm.
Dlugos¢ jest tak dobrana, aby przy wlovie matych wartdciach sity wymuszagej
uzysk& wymagan maksymaln wartci¢ napkzenia, odpowiadaga orientacyjnej warteci
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granicy zmgczenia, ktéra dla stali sgtynowych mae przekracza 1100 MPa [3,4]. Z
uwagi na dua dlugas¢ probek oraz znaczne napenia i odksztalcenia zdecydowano
sprawdzé, wedlug jakiej zalenosci mazna obliczy ugiecie prébek. Problem ten moa
rozwiaza¢ roznymi metodami, w tym poprzez symulacje MES, leczadowano
wykorzystg oprogramowanie online wspomagzg obliczenia analityczne, co jest
mozliwe do wykonania dyspona wylacznie dosipem do sieci [5].

Celem pracy bylo analityczne rozmanie réwnania rniczkowego ugicia ptaskiej
belki wspornikowej obegizonej sibh pionows. Obliczenia prowadzono z wykorzystaniem
oprogramowania WolframAlpha firmy Wolfram ResearCompany, dogpnego online
[6]. Uzyskane rozwizanie poddano analizie podt&m maliwosci jego zastosowania do
obliczeéh ugie¢ prébek stosowanych do badaytrzymatdgci zmeczeniowe;.

2. WYZNACZANIE NAPR EZEN

Rys. 1. Schemat dziatania wymuszenia na ptostle wspornikow

Rozpatrzmy umieszczenie probki (belki wspornikowak na rys. 1 z wymuszeniem w
postaci sity pionowej. Bez udzialu obzénia zewntrznego prébka prosta zajmuje
potozenie réwnolegte do osk. Rys. 1 przedstawia maksymalne qogg probki, kiedy
strzatka ugicia punktu przytaenia sity A’ wynosi f a odpowiadajcy jej kat ugiecia - .

0926“:[2"<0 1)
bh

gdzie: gy - napezenia generowane przezesiF ,
L - ramk dziatania sityF ,



OBLICZANIE ODKSZTALCEN SPREZYSTEJ PROBKI ... 725

b - szeroké¢ prébki,
h- wysoka¢ probeki.

Sita wymuszajca zginanie probki jest sita pionowa& . Po zmierzeniu ramienia
dziatania L tej sity, tj. poziomej odlegiwi od punktu przyléenia sity do miejsca
zamocowania, mma obliczy napkzenia zginajce o, z zalenosci (1). Wartg¢ tych
napkzen jest ujemna z powodu zwrotu sity ,w dot” [7].

W celu osigniecia napezen o wartgci ponad 1100 MPa konieczne jest alienie
prébki sib do wartdci okoto 80 N. Dlugé¢ pozioma prébki o pogtkowej diugdci 220
mm, okr&lona na podstawie eksperymentu, wyniesie wtedymk@b mm. Takie warunki
obciazenia umdaliwiaja uzyskanie naggen zginapcych o maksymalnej wartoi okoto
1167 MPa [8].

3. KAT UGIECIA PROBKI

Rownanie raniczkowe dowolnej krzywej ma postakreslong zaleznoscia (2) [9]:

1_ y
o Y @)
10 (1+ y12)3

gdzie: p - promiei.

Zwiazek midzy krzywizry, obchzeniem momentem goym i sztywndcia na zginanie
okreslaja zaleznosci (3).

M (x)

TEO() 3)

1
o)

gdzie: M — moment zginagy,
E — modut Younga,
J — osiowy moment bezwtadéa przekroju,
x< L — biezaca zmienna niezatea.

Uwzgledniajac znak momentu zginggego i orientagj ukladu wspotrzdnych (rys. 1),
w rozpatrywanym modelu, nina zapisé nastpujaco:

y M @

W_EEU(X)

Sktadnik w mianowniku pod pierwiastkieny'? z lewej strony réwnania (4), jako
nieskaiczenie maly wyszego rzdu, w wikszaici zagadnié technicznych jest pomijany,
co prowadzi do znanej zalwosci uproszczonej (5). Ze wzglu na due odksztatcenia
prébek zalenaosci tej nie mana zastosowado wyliczenia ich ugi [1, 2].
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Wartas¢ momentu zginacego mana wyznacz§ z zalenosci (6). Moment
bezwtadnéci przekroju probki okrda zalenos¢ (7). R6wnanie (4) mma zapisé w
postaci (8).

M (x)=F, ffL - x) (6)
3=bm’ @

12
y  _FifL-x) ®)

Catkowanie analityczne stronami réwnania (8)znme przeprowadzipo podstawieniu

dp; _ dyy

=y orazp;=—>2
Ps=Yy P3 dx

j 3 EED L x)[ix+C, 9)
2
3

Po uwzgkdnieniu warunkéw brzegowychy' =p,=0 dla X=0, ktdrych
konsekwengj jest zerowa warg stalej catkowanieC, otrzymujemy:

2
Ps :LEELx—X—j (10)
hepz ED 2

Rownanie (10) ma dwa pierwiastkizrdace st znakiem. W rozpatrywanym przypadku
wartas¢ kata ugkcia powinna by mniejsza od zera. Watibbezwzgkdm kata ugkcia w
funkcji odlegidci od zamocowania nioa wyznaczy z zalenosci (11).

F x[{21 - x)

(11)
JAE? D2 -F20E ff- 200 + %)

19()(): y' =p;=

gdzie: § — kat ugiecia.

Maksymalny lgt ugiecia wystpi w miejscu dziatlania wymuszenia a jego bezedgh
wartas¢ wyniesie (12):



OBLICZANIE ODKSZTALCEN SPREZYSTEJ PROBKI ... 727

iy F 2
ﬂ(X_L)_x/4DE2EUZ—F2|14 ¢
_FO3 (13)

0 2D

Réwnanie (12) jest podobne do znanego réwnania @K3¥lajacego maksymalnygt
ugiecia belek dla matych ugt, ktére mana obliczy przez catkowanie zataosci (5).
Nalezy zauway¢, ze rozwhzanie dokladne (12) prowadzi do wynikdw oekgzych
wartdiciach. Istotna rénica pomgdzy zalenosciami (13) i (12) dotyczy wielki L,
okreslajacej diuga¢ belki. Dla malych ugi¢c przyjmuje s¢ dlugas¢ w stanie
nieodksztatconym, a w zateosci (12) wystpuje diuga¢ w kierunku poziomym mierzona
podczas dziatania ohkgenia.
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Rys. 2. Poréwnanie warioi kqtow ugkcia, obliczonych wedtug téych zalénasci

Poréwnanie wartii katéw ugiecia obliczonych wg zalmosci (12) i (13), dla wartéci
L zmierzonych eksperymentalnie, przedstawiono nayg/arté¢ modutu Younga zyta
do obliczé wynosita 212 GPa. Maksymalnaznica wartgci katow ugkcia, w zakresie
obcizen koniecznych do uzyskania w badaniach, przekra®z%1Ju. przy obcizeniu 25
N (maksymalne napgenia zginajice o wartéci okoto 434 MPa) wyspuje ponad 2 %
roznica wartgci katow ugkcia liczonych tymi metodami. Jedynie zastosowanie w
zaleznosci (13) pocatkowej diugdci probki L, (liniowa zalenos¢ na rys. 2) powodujeze
wartaici ugie¢ sa wieksze nk obliczone wg zalimosci doktadnej (12).
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4. OBLICZENIA UGI ECIA LINIOWEGO WSPOMAGANE WOLFRAMALPHA

yeFlo F e, SHE Ij(3_3[1F3[|L2D(4+3[1F3[1L[ﬁ|52D12+|:2[[L“)D<5_
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Analityczne catkowanie réwnania (11) sprawia prabje tatwiej mana go rozwizat
po uprzednim rozwigciu w szereg pegowy. W tym miejscu mma wykorzysta
program WolframAlpha umdiwiajacy obliczenia online na zdalnej maszynie.
Bezparednie wpisanie prawej strony réwnania w okno eflygymae by przyczym
frustracji, poniewa program stara siinterpretowd wpisywany tekst i tak np. litel. moze
traktowa jako jednostk litr a litere E — jako podstaw logarytméw naturalnych.
Niedogodnéci te mana tatwo omin¢ przez zmiaa oznaczé na czas oblicze Przyktad
rozwiniecia w szereg 10 stopnia, wezdem zmiennej niezataej x, uzyskany opisan
metod,, podano jako zalmosé¢ (14).

Po scalkowaniu otrzymujemy zales¢ (15) umaliwiajaca obliczenie ugicia
dowolnego przekroju probki. Warunkiem skorzystamiazaleznosci (15) jest podanie,
oprocz wielkdci charakteryzujcych wiaciwosci geometryczne probki X) i warunki
badania € i L), wartgci modutu spgzystasci liniowej E charakteryzujcego materiat
probki pod wzgidem wytrzymatéci m.in. na zginanie. Do dalszych oblidzprzyjeto, ze
modut Younga ma waré 212 GPa.

yix)= FOL _, F s, Feon® _, 3F°0?® s F3L Fso® 6 -
2[ED 6[ED 8E3D® 20E° D° 16[E* 0% 20E°D°

[ F? F ) o, (ISF IS | SETAT ) o (SO | 35EAC ), (15)
112E° 3°  112(E°0° 128E°3° 128E’ D7 96[E°D° 288E’D’

[ 3FSL 21F’0O° 7E|F9E|L9J 10_[ 3F° 175F7 315EFQEIL8] u
+ + + X + + X +...
256(E°[)° 128(E'[D7 256(E°0D° 2816E°[D° 1408E’[D7 2816E°0)°

Rownanie (15), po podstawienix=L i pominkciu po prawej stronie wyrazow
drugiego i kolejnych, sprowadzagsilo znanej zalmosci do obliczania strzatki ugctia
belki wspornikowej dla matych ugi (18). Przy czym prawdziwa jest zates¢ (19). Dla
dwych ugié¢ zalenoé¢ matematycznie podobna do (19) nie wpsie, lecz mena
sprawdzé, w jakich warunkach jej zastosowanie nie prowattzdwych bkdow. Jest to o
tyle wazne, ze rownanie (12) okétajace J jest rozwiyzaniemscistym matematycznie.
Odpowiednia zatenos¢ miataby posté (20).

D=—— (16)
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f, = 20F [L (20)

3W4E? D -F2 0

Na rys. 3 przedstawiono zafes¢ wartcici strzatek ugicia w funkcji stopnia szeregu,
w ktory rozwingto wzor (14). Obliczenia warfoi strzalek ugicia prowadzono wg
zaleznosci (15). Dla matych iérednich obcizen, stopniowo zwikszapc stopié
rozwiniecia, otrzymano rozwgania dwustronnie zhiee (rys. 3a). W przedstawionym
przypadku strzatka uggia osaga warté¢ 40,1 mm.
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Rys. 3. Wartéci strzatek ugicia prébki o przekroju 20x2mm, obliczone wg wzdh) (v
zalenasci od stopnia szeregu, w ktéry rozvweto rownanie (14): a) obgienie 40
N; b) obcizenie 80 N

Bezpdrednie zastosowanie zafexsci (15), po jej ograniczeniu do konkretnego stopnia
zmiennej niezateej x , cha wydaje s¢ uzasadnione, nie jest poprawne. Przekonujemy si
o tym przeprowadzag¢ obliczenia dla vekszych obcizen (rys. 3b). W takim przypadku
otrzymujemy rozbigne wyniki przy matematycznym zgkiszaniu doktadnii (stopnia
zmiennej niezalimej x ).
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Rys. 4. Wartéri strzatek ugicia probki obliczone przy ograniczeniu réwnania)(@b
réznych stopni statep : a) obcizzenie 40 N; b) obgienie 80 N

Jednostronnie zhiee wyniki otrzymujemy zawsze po posortowaniu zadéci (15)
pod wzgkdem stopnia statep . Jest to sposob grupowania wymiarowego tzn. ogzanie
zaleznosci do stopnia wymiaru, np. Ndla sity. Naley wnioskowa, ze odpowiedni
zaleznoscia do obliczania ugic jest wzor (15), ktéry me by ograniczony do wyrazéw
stanowicych iloczyn ze statl D ponizej konkretnego stopnia. Dla punktu A’ probki, przy
ograniczeniu do 11 stopnia stalej, jest to zalenos¢ (21).

3 3 3 4 2 5 6 7
y(x)=EEELD<2—X—]+D—EEL x*_30°05¢ | LIk _x_]+

2 3) 4 2 5 4 23
(22)

L3M° [P s B 50K xM
16 3 7 8 18 176

Zestawienie wart@i strzalek ugicia badanej prébki przy ograniczeniu réwnania (21)
do r&nych stopni stateD przedstawiono na rys. 4. Zestawiono wyniki ghednich (rys.
4a) i duzych (rys. 4b) obaizen i w kazdym przypadku zwgkszanie dokladrizi obliczea
przez podwyszanie stopnia stalep pozwala uzyska wyniki bardziej zblione do
wartasci rzeczywistych.

Rys. 4a ména poréwnywda z rys. 3a, poniewaw tych przypadkach obliczenia
wykonano dla obaizenia o tej samej wartoi. Strzatka ugicia obliczona wg za@nosci
(21) wyniosta 39,754mm (rys. 4a) i jest mniejsz@,851mm od obliczonej wg zaleosci
(15). Rénica ta stanowi 0,87% i oznaczze nawet dlasrednich wartéci obchzen
zastosowanie zataosci (15) prowadzi do niedoktadiai.
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Rys. 5. Poréwnanie warfoi strzalek ugicia probki

W rozpatrywanym przypadku juprzy ograniczeniu réwnania (21) do 2 wyrazéw
(trzeciego stopnia statdp ) jest obarczone niedokladimia mniejsz niz 1% w relacji do
obliczen z wyciem catego réwnania (21). Do ¢kiszdici zagadnié mazna wy¢ zaleznosci
(15) z pomingciem wyrazéw przy D’ i dalszych jak w (22). W takim przypadku
maksymalna niedoktadééd nie powinna przekracza 0,12%. Maksymalne #dice
wzgledne przy obliczeniach z zastosowaniem 9 i 11 stoptétej D stanows utamek
promila.

Z poréwnania warti strzatek ugicia obliczonych z zaimosci (20) i (21)
przedstawionego na rys. 5 wynik& dla sit mniejszych od 30N idica wzgkdna nie
przekracza 1%. W calym zakresie alieh mozna zastosowa zaleznos¢ (20) majc
swiadomda¢ niedoktadnéci o maksymalnej wartgi nie przekraczagej 3,5%.

2
g-r 1L Q/1+92 (23)

20

Réwnanie (12), ktore jest matematyczh@ste mana wykorzystd do wyznaczenia
modutu Younga dla prébki zginanej. Po przeksztatceapowiednia zalmos¢ ma posta
(23). Konieczne jest eksperymentalne wyznaczemye Bi, dlugaci L, kata ugkcia &
oraz wymiardw poprzecznych przekroju prébki (bslspornikowej).

5. WNIOSKI

Odpowiedny zaleznoscia do obliczania #ta ugecia dla duych uge¢ belki
wspornikowej o statym przekroju jest zateici (11). Wartd¢ kata ugkcia kaica takiej
belki mazna obliczy z zalenaosci (12).

Wartdsci katéw ugkcia i ugic liniowych, obliczone przez catkowanie réwnania i§éy
uproszcze, byly zawsze wiksze ni obliczone po zastosowaniu uproszczenia dla matych
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ugict. Wyjatkiem byta liniowa zalenos¢ (13) g (F) kiedy obliczenia prowadzono
przyjmuijac stah diugas¢ probki L, jak w stanie nieodksztatconym.

Z powodu ztgondsci rownar wyskpuja problemy podczas analitycznego catkowania
rownania (11) tzn.ze ugkcie liniowe belki wspornikowej mana obliczy z zalenaosci
przyblizonych. Bezpérednie zastosowanie rozgania (15) daje zadowalae wyniki dla
obciazen o matych isrednich wartéciach. Obliczanie ugé liniowych dla najwekszych
obciazen wg zalenosci, ktérej kolejne wyrazy stanowi kolejne stopnie zmiennej
niezalenej, prowadzi do uzyskania rozbigych wynikow.

W celu zapewnienia dostatecznej dokiadamoobliczen zaleznos¢ (15) naley
pogrupowé wzgledem stopnia statep . Odpowiedni zaleznoscia do obliczania strzaitki
ugigcia dla duaych ugké¢ jest zalenos¢ (21). Do obliczania przebiegu wgi belek
wspornikowych, w wikszadici zagadnié, mazna wy¢ rownania (22), czyli z pomietiem
wyrazow przyD’ i dalszych. W takim przypadku maksymalna niedokéid nie powinna
przekracz& 0,12%.

Znajgc wartégci wymiarOw poprzecznych, diuga poziomej probki (belki
wspornikowej), sity wymuszagej i modutu Younga memy z przedstawionych réwha
obliczy¢ dla dowolnego przekroju ak i ugiecie liniowe. Korzystajc ze Scistego
rozwigzania (12) i odwraca¢ zagadnienie nima wylicz¥ modut Younga dla
przedstawionego elementu zginanego przy wywotywaniowolnych odksztatae
Odpowiednia zalenos¢ ma posta (23).
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