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ATAMAN Magdalend

DRGANIA PLYTY ZAMOCOWANEJ NA OBWODZIE OBCI  AZONEJ Sit.A
SKUPIONA PORUSZAJACA SIE ZE ZMIENN A PREDKOSCIA

W pracy przeanalizowano drgania prosithej ptyty Kirchhoffa zamocowanej na
obwodzie i spoczywgiej na podiéeu Winklera. Sprzysta plyta charakteryzuje esi
zZmiennym poprzecznie modutem Younga. 2bgie stanowi sita skupiona poruszeg sk
ruchem jednostajnie zmiennym, réwnolegle do bokty pZaprezentowane rozyzania
oraz przyklady obliczeniowe opigujrgania wymuszone oraz drgania swobodne plyty.

VIBRATIONS OF CLAMPED PLATE UNDER CONCENTRATED LOAD
MOVING WITH VARIABLE VELOCITY

Vibrations of rectangular, clamped Kirchhoff's ptatesting on Winkler foundation are
analysed in the paper. Vertical variation of Youmghodulus through the plate is
considered. The supplementary modulus of elastisiipcluded into equation of motion.
The plate is subjected to moving force. Velocityloafd is variable. Forced and free
vibrations of the plate are analysed. Solutionsiflustrated by numerical examples.

1. WSTEP

Zagadnienie drgabelek i ptyt na podizach odksztatcalnych pod wptywem odpan
ruchomych ma szczeg6lne znaczenie w analizie kakgirmostowych oraz nawierzchni
drogowych, kolejowych i lotniskowych. Jednym z nainiejszych czynnikéw jakie natg
uwzgkdni¢ przy projektowaniu takich nawierzchni jestgkos¢ ruchomych pojazdow.

W literaturze przedmiotu mima znalé¢ wiele prac péwieconych ruchomym
obciazeniom na belkach i ptytach, atizy innymi [5-12]. Znaczna €%¢ prac péwiecona
jest take modelowaniu konstrukcji #ynierskich, ruchomych pojazdéw oraz ich
wzajemnemu oddziatywaniu, na przykiad [1-4], [1BY. dostpnej literaturze brak jest
opracowa, w ktorych rozwaa st poprzecznie niejednorognplyte zamocowaa na
obwodzie, pod obgieniem ruchomym poruszgym sk ze zmiena predkoscia.

W referacie podjto prok: analitycznego rozwezania tego zadania.
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2. ROWNANIA RUCHU PLYTY

Analizujemy spegzysta plyte Kirchhoffa o zmiennym poprzecznie module Younga,
spoczywajca na podiau Winklera, obcizomg ruchomy sita P, przemieszczaga sie
wzdhwz osi X ze zmiena w czasie pgdkoscia v(t):v0+aot. Przyjmujemy, ze
zamocowana na obwodzie piyta, zgodnie z rysunkienest prostotna o wymiarach
w planie 2ax2b i grubdci h. Materiat plyty jest niejednorodny o module Younga
zmieniajcym sk wzdhuwz osi z .
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Rys. 1. Schemat dynamiczny rezyivanego zadania

Rownanie ruchu piyty pod olgieniem dynamicznymp(x, Y, t) w zapisie Galerkina
ma nas{pujaca post&

H DD4W(x,y,t)+maW((3t#’t)+ kW xy)- b xy)t{o @ x y)td & 30 (1)

gdzie:w=w(x Y, 1) jest funkcy ugiccia piyty,

1

D=
1-v?

h-7
j z E( z) d z jest sztywnécia ptyty niejednorodnej na zginanie,
5

M= o h jest mas jednostki powierzchni ptyty vkg/n?
k jest wspoiczynnikiem sprystaici podiaza wyrazonym w N/ m®.

Przemieszczenia pionowav odnosimy do powierzchni obapej piyty, ktéra jest
przesungta w stosunku do powierzchni oktjej ptyty jednorodne;j.



DRGANIA PLYTY ZAMOCOWANEJ NA OBWODZIE... 49

Wyrazajac ugkcie ptyty w postaci szeregu o rozdzielonych zmiatmy
w(x v =2 ¢, () w(xy (2)
m=1

po prostych przeksztalceniach, otrzymamy ukiaddwnai opisupcych drgania ptyty

k=1 | mF1

n n dzqm(t)

DI Lo e +M o Au(t) + Pod |- N (=0,  k=12,..,n (3)
W powyzszych wzorach funkcjeqm(t) s uogOlnionymi wspotrgdnymi Lagrange’a,
natomiast funkcjew,, (x, y) musz spetnid warunki brzegowe na obwodzie ptyty.
Wspotczynniki L, M P.« 1 N, okreslone g nastpujacymi wzorami:

m,k ! m,k? m,

Lm,k=mJAIwm(x»w(X>)d Ay M= TJA[D“[ w( xy W x)d @

4
Puc=K[[wo(x Yw(xydody NOX=[[ b xytyw x)d oy
A A
W przypadku drgawtasnych ptyty réwnania (3) redukugic do nastpujacej postaci
n n d? t
33 L Ee W, 0,0+ o =0. ®)

k=1 m=1] ' dt 2

W celu rozwizania zagadnienia drjawtasnych piyty rozwgzanie rownania (5)
przyjmujemy w postaci nagiujacej funkcji

w(x y.9=q() (- &)°( ¥~ 8]’ ©®)

spetniajcej warunki brzegowe na obwodzie piyty:

(@)
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Przy zataeniu (6) drgania wiasne ptyty opisargréwnaniem
G, + @i, 0, =0, (8)

I\/|1,1+ Pl,l H H H [ ,
——=—= jest kwadratem pierwszejgztaici drgar wtasnych ptyty.

11

i 2
gdzie wy, =

Po podstawieniu do wzoru na,, wspotczynnikowP,,, M, i L,, otrzymujemy czstas¢

drgahr wkasnych ptyty okrélona nasgpujacym wzorem

=~

W, :\/ b = (7a" + 42°0% + 70%) +— . 9)

3

W przypadku drgawymuszonych réwnanie ruchu po uwaieniu (6) ma posta

) N, (t
G +w;, 0, = Ll()- (10)
1,1

Jeili drgania ptyty 8 wymuszone sit P poruszaica sie z prdkaoscia v(t) =v, + a,t po

osi x, to obcizenie p(x, \ t) dziatahce na phy zapisujemy w naspujacy sposob
p(x y.9)= Po[ x= { 3] o( y-0), (11)
1
przy czyms(t) = v, t+§ g t.

Zmienny w czasie wspotczynnik, (t) w rozwaanym zadaniu wyte St wzorem

-b L-a

= Pb“{(voﬁéaotzj - ef:l .

Ostatecznie rownanie dngarymuszonych ptyty zapisujemy w postaci

2 2
('J'[L+a)i1q1:%5 P Kvoﬁ—iaotzj —a":l. (13)

Nﬁ):i{f PO x- 9] 5( y-0) w( x yd y}d ¥

12)

65536ma’ly
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Wymiarem wspétrgdnej uogolnionejg, w powyzszym réwnaniu jeSE%}.
m

Rownanie (13) jest réwnaniem ariczkowym zwyczajnym. Jego rozygianie jest sum
calki szczegolnej i catki ogolnej. Ze wezdu na rozbudowan forme nie kgdziemy
przytaczé tego rozwizania. Dwie stale catkowania wygptijace w rozwizaniu
wyznaczamy zaktadag zerowe warunki w chwili wjazdu sity na péyt

ql(t)L: - dql(t)

0, =0. 14
. o (14)

Réwnanie (13) obowruje w przypadku kiedy sitaP znajduje si na plycie, tzn.
w przedziale czasu D{to;tk>. Po zjeédzie obcizenia z ptyty ¢=t, ) wykonuje ona
drgania swobodne. Wspéédna uogélniona spetnia wéwczas rownanie

G, (t) = A cosw, ,t+ B, sinw ,t (15)

State A i B, wyznaczamy z warunkow pagkowych drga swobodnych:

dag (t
a(,, =a0).,. @0 - el &

t= t t= t,

Ze wzgkdu na rozbudowanforme rozwiazania rownéa opisupcych drgania plyty nie
bedziemy ich przytacza Wyniki rozwigzania zadania przedstawimy w formie graficznej,
zarowno w przypadku drgawymuszonych jak i drga swobodnych, w przyktadzie
obliczeniowym.

Przygte przez nas rozwzanie (6) mana uogélnt na wiksz liczbe sktadnikéw
wielomianéw opisujcych ugecie piyty. Przypadek piyty jednorodnej utwierdzone
obwodzie, obcizonej sih poruszajca sic ze stad predkoscia, przy m=2, omowit np.
Szczéniak w monografii [11].

3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Poniewa analizowany model piyty nie opisywé& warstwe lodu na zamarzeiych
zbiornikach wodnych [14], w przyktadzie obliczenipw przygto charakterystyki
materialowe i geometryczne pokrywy lodowej w pobliwyspy Tent, w Ci@inie
McMurdo na Antarktydzie. Bazaf na pracy Squaire’a iin. [14] przgp wspoéiczynnik
Poissonar = 0,3, grubd¢ ptyty H =1,6 m, oraz z, =0, 79 m (odlegtd¢ osi obogtnej od

gérnej powierzchni piyty). Sztywrsé plyty na zginanie jest rown® =1,3 GNm. Gestasé
wody morskiej wynosi p, =1025kg/mi, a @stes¢ lodu g =922,5kg/m.

Charakterystyka sptysta podiga w analizowanym modelu plywaiej ptyty lodowej
zalezy od gstosci wody i jest rébwnak = p, g, przy czym g jest przyspieszeniem
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ziemskim. Obcizenie ptyty stanowi sita skupiona o waito P =57,5 kN poruszajca si
ruchem jednostajnie zmiennym. Do oblitzerzyjcto ptyte kwadratovq o dtugdci boku
30 m.

W przyktadzie obliczeniowym przeanalizowano wptywegkosci oraz przyspieszenia
na ugecia ptyty. Wyniki przedstawiono we wspéédnych bezwymiarowych. Wspékdna
& na osi poziomej opisuje pdenie sity, natomiast na osi ednych odigono
bezwymiarowe ugkcia punktusrodkowego piyty w/w, . Wielkos¢ w,, jest ugeciem
statycznymsrodka analizowanej ptyty wywotanym silustawiom w tym punkcie. Na
przedstawionych pomej rysunkach zaobserwowanozna drganiasrodka ptyty w czasie
przejazdu obeizenia po ptycie, czyli przy;‘D(—l; 1) oraz drgania swobodne po Zjeie
ruchomej sity z ptyty € =1). Obliczenia wykonano przy pomocy programu Mathicaa

0.2
<,
0.5 l.o\v/ 2.0

ugiecie statyczne
vy =25 m/s
vy =40 m/s

wiwg,

<

4
Rys. 2 Wplyw pdkasci ruchome; sity na ugtia srodka plyty przya, =0 my's

?;>
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Rys. 3. Dynamiczne ugie srodka ptyty przy prdkasci poczitkowej sity v, = 25 my s oraz
roznych wartdgciach przyspieszenia,
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wiwy

Rys. 4. Dynamiczne ugie srodka ptyty wymuszone giporuszagcq Sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym i jednostajniezamnym przyv, =25y s

> . /\%é

ugigcie statyczne
ay= 3 m/s?
ap=-3 m/s’

\
wiwy,

Rys. 5. Dynamiczne ugie srodka ptyty wymuszone giporuszagcq Sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym i jednostajniezanym przyv, =40 ny s
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ugigcie statyczne
ay= 6 m/s
ay=-6 m/s>

Rys. 6. Dynamiczne ugie srodka ptyty wymuszone giporuszagcq Sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym i jednostajniezanym przyv, =40 ny s
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4. WNIOSKI

Z przeprowadzonej analizy wynikae prdkos¢ ruchomej sity ma istotny wptyw na
ugiecia plyty zamocowanej na obwodzie. Przgdkosci wjazdu obcizenia v, =40 ny's
maksymalne przegienie dynamiczne agia 20% (rys. 2). W analizowanym zakresie
przyspiesz&, wyskpujacym w rzeczywistych pojazdach, wplyw ruchu jednpséa
op&nionego na odpowigddynamiczi konstrukcji jest nieznacznie gkszy od wplywu
ruchu jednostajnie przyspieszonego.
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