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Wybrane zadania dynamiki analitycznej
z zastosowaniem prawa zachowania momentu pedu. Czes¢ li

mechanika teoretyczna i analityczna,
ped, moment pedu (kret), rownania ruchu uktadow

Streszczenie

W referacie rozwiqzano kilka trudniejszych zadan, ktorych rozwiqzania opierajq si¢ na podstawowym prawie dynamiki
klasycznej, jakim jest prawo zachowania momentu pedu. Podano rozwiqzania tych zadan, a wyniki rozwiqzan szczegotowo
przeanalizowano.

SOLUTION OF SELECTED PROBLEMS OF THE ANALYTICAL DYNAMICS USING LAWS
OF CONSERVATION OF MOMENTUM AND MOMENT OF MOMENTUM. PART II

Abstract

In the paper some difficult problems, which solutions are based on a basic law of classical dynamics, which is the law
of conservation of moment of momentum are solved. The detailed solutions of the problems are presented and the results
are analysed.

1. WSTEP

Prawa zachowania pgdu, momentu pedu (krgtu), energii kinetycznej i energii mechanicznej stanowia podstawe
teoretyczna mechaniki ogdlnej i technicznej. W referacie podano rozwiazania kilku trudniejszych zadan z dynamiki
teoretycznej, w ktorych wykorzystuje si¢ prawo zachowania momentu pedu.

2. ZASTOSOWANIE PAWA ZACHOWANIE KRETU W RUCHU ZEOZONYM
2.1 Przyklad 1

Obrecz o masie catkowitej M i promieniu R spoczywa na idealnie gtadkiej, poziomej podtodze i moze sie swobodnie
obraca¢ dookota swojego srodka masy O, jak na rysunku 1. Punkt materialny o masie m =« M znajduje si¢ na obwodzie
obreezy 1 w pewnej chwili zaczyna si¢ poruszac¢ po jej obwodzie ze znana predkoscia V. Wyznaczy¢ kat obrotu obreczy
w przypadku kiedy punkt m przebedzie caly obwod obreczy i znajdzie si¢ w punkcie wyjsciowym z ktorego wyszedt.

Rys. 1. Ruch punktu materialnego m=x M po obwodzie obreczy obracajqcej sie dookota srodka O
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Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 oraz zgodnie z prawem zachowania momentu pgdu czyli krgtu obrgez zacznie
si¢ obraca¢ zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Prawo zachowania momentu pgdu prowadzi zatem do réwnania:

. v . de KV
MR2p—xM|~—¢|R*=0, U
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R kv 27K @
z
gozj dt=

P R(l+x)  l+x
W szczegdlnym przypadku M =m=x M, x=1,z(1)otrzymujemy ¢p=r .
2.2 Przyklad 2

Obrecz o masie catkowitej m i promieniu a spoczywa na idealnie gladkim stole. Obrecz jest zamocowana
przegubowo do stotu w punkcie O swojego obwodu i moze si¢ swobodnie obraca¢ wzgledem O po powierzchni stotu.
Punkt materialny rowniez o masie m , poczatkowo znajduje si¢ na drugim koncu $rednicy przechodzacej przez przegub O.
W pewnej chwili punkt m =zaczal porusza¢ si¢ po obwodzie obreczy z zadana predkoscia v wzgledem obreczy
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Wyznaczy¢ kat o jaki przesuwaé si¢ bedzie obrgcz w czasie
podczas ruchu wzglednego punktu m po jej obwodzie.

Rys. 2. Punkt materialny m w ruchu po obwodzie obreczy mogqcej obracaé sie swobodnie dookota przegubu O.
Poczqtkowo srednica OA byla pozioma i pokrywala sie z osiq OX

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 2 oraz w zgodzie z prawem zachowania momenty pedu czyli kretu , przy ruchu
punktu m przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara obrecz zacznie obraca¢ si¢ zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara.
Poczatkowo punkt materialny m znajdowal si¢ na srednicy OX. Prawo zachowania momentu pgdu prowadzi do
réwnania.

2ma’* g-m(p—a)r’=0. )

Kat ¢, jego pochodna w czasie ¢ oraz zmienny promien r okres§limy z prostych relacji kinematycznych
i geometrycznych zgodnie z oznaczeniami rysunku 2. Mamy zatem:

vt d v
=—, p=—(p)=—o, r=2acosa, r’=4a%cos’a. 3
¢ 2a ¢ dt((ﬂ) 2a ©)
Wstawiajac (3) do (2) otrzymujemy:
2 - 2 .
a’:d:d—aZ%v da=_—"0 dt,

dt 2a°+r 2a°+r

4a?cos? 't (4)

r’ep v a vt 1 1 vt
a=jﬁdt=J'— dt, a:———arctg{—tg(—J}C, C=0.
2a’+r 2a2a2+4a20052£ 2a 3 3 7\ 2a
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Stata C musi by¢ rowna zeru, bowiem przy t =0 jest o =0. Ostatni ze wzoréw (4) jest odpowiedzia.

2.3 Przyklad 3

Krazek o masie catkowitej M i promieniu a spoczywa na poziomym, idealnie gtadkim stole. Krazek moze si¢
obraca¢ dookota punktu O; odlegtego o dany odcinek ¢ od $rodka krazka. Punkt materialny o masie m znajduje si¢ na
obwodzie krazka w potozeniu | w punkcie A, jak na rysunku 3. W pewnej chwili punkt m zaczat poruszaé si¢ po
obwodzie krazka ze stala zadana predkoscia v wzgledem krazka. Obliczy¢ predkos$¢ katowa krazka w tym polozeniu.
Jaka bedzie predkosc katowa @ krazka w potozeniu II po przebyciu drogi okreslonej przez kat rowny 7 ?

Rys. 3. Uktad predkosci w pofozeniu | i Il punktu materialnego m na obwodzie krazka

Jesli krazek znajduje si¢ w punkcie A na obwodzie w potozeniu I, to prawo zachowania momentu pgdu wzgledem punktu
O, zapisujemy w nastgpujacy sposob:

2 mv(a+c
M| & e w=mv(a+c)-m(a+c) 0 = w= - (a+c) . (5)
2 a 2 2
M e Em (a+c)
Jesli punkt materialny M begdzie w punkcie B, jak na rysunku 3, to rOwnanie krgtu zapiszemy w nastgpujacy sposob:
2 mv(a—c
M£%+czjd):mv(a—c)—m(a—c)za~) = &= (a-c) (6)

az 2 2.
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2.4 Przyklad 4

Jednorodny sztywny krazek o masie catkowitej M i promieniu a spoczywa na idealnie gtadkim, poziomym stole
i moze swobodnie obracac¢ si¢ dookota osi prostopadtej do krazka i przechodzacej przez przegub O, bedacy srodkiem masy
krazka. Krazek obraca si¢ zeznana predkoscia katowa, wraz z punktem materialnym xM znajdujacym si¢ poczatkowo
w punkcie srodkowym krazka. W pewnej chwili punkt materialny xM zaczat poruszac si¢ ze stala predkoscia wzgledna
v, wzgledem krazka, po jego promieniu a. Wykaza¢, ze jesli punkt materialny dotrze do obwodu krazka, to krazek

. aQ
obroci sie o kat @ = arctg(«/ZK).
Vy2xK
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 4, punkt materialny xM jest w ruchu zlozonym. Podczas ruchu wzglgdnego
punktu materialnego wzdtuz promienia a , predkos$¢ katowa krazka ulegnie zmianie i przy odlegtosci vt od $rodka krazka

niechaj wynosi Q,. Prawo zachowania momentu pgdu (krgtu) wzgledem punktu srodkowego krazka O prowadzi do
réwnania:

o Qa’
a4+ 2 vit?’

1w aZQ:%M MV = Q

2 )
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__tor ruchu punktu kM
T —

Rys. 4. Ruch zlozomy punktu materialnego «M . Zmienny promien [t =Vt, zmienna predkos¢ kqtowa €, stata

poczqtkowa predkosé¢ kqtowa Q. W chwili poczatkowej punkt m znajdowal sie w srodku krazka O

Catkujac wyrazenie (7); na Q,w granicach od zera do vt=a otrzymujemy odpowiedz na sformutowane w tekscie
zadania polecenie:

Qa?
a?+2 i v?t?

0= aQ arctg[VtaZKj, vt=a, ¢= aQ arctg(\/ﬁ).

Q:gb:d—(p — dp=0Q, dt, @szldt, go:'[
(8)

V2K V2K

Ostatni ze wzordéw (8) stanowi odpowiedz w tym zadaniu.
3. WNIOSKI

W drugiej cze$ci opracowania podano rozwiazania czterech trudniejszych zadan z dynamiki analitycznej, w ktorych
réwniez wykorzystano prawo zachowania momentu pedu i pojecie predkosei sektorowe;.
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