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Wybrane zadania dynamiki analitycznej
z zastosowaniem prawa zachowania momentu pedu. Czesc |

mechanika teoretyczna i analityczna,
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Streszczenie

W referacie rozwiqzano kilka trudniejszych zadan, ktorych rozwiqzania opierajq sie na podstawowym prawie dynamiki
klasycznej, jakim jest prawo zachowania momentu pedu. Podano rozwiqzania tych zadan, a wyniki rozwiqzan szczegotowo
przeanalizowano.

SOLUTION OF SELECTED PROBLEMS OF THE ANALYTICAL DYNAMICS USING LAWS
OF CONSERVATION OF MOMENTUM AND MOMENT OF MOMENTUM. PART I

Abstract

In the paper some difficult problems, which solutions are based on a basic law of classical dynamics, which is the law
of conservation of moment of momentum are solved. The detailed solutions of the problems are presented and the results
are analysed.

1. WSTEP

Prawa zachowania pgdu, momentu pedu (kretu), energii kinetycznej i energii mechanicznej stanowia podstawe
teoretycznag mechaniki ogodlnej i technicznej. W referacie podano rozwiazania kilku trudniejszych zadan z dynamiki
teoretycznej, w ktorych wykorzystuje si¢ prawo zachowania momentu pedul.

2. ZASTOSOWANIE PAWA ZACHOWANIA KRETU W RUCHU ZLOZONYM
2.1 Przyklad 1

Niech w cienkim zamocowanym do podloza cylindrze o promieniu R :% i o idealnie gladkiej wewngetrznej
powierzchni znajduje si¢ belka AB o dtugos$ci 2a i masie catkowitej m. Punkt materialny rowniez o masie catkowitej
m znajduje si¢ poczatkowo w $rodku belki O, na przecigciu z pionowa $rednica cylindra jak na rysunku 1. W pewnej
chwili punktowi materialnemu m nadano stata predko$¢ pozioma v wzgledem belki w kierunku punktu koncowego belki
B. Belka zaczyna sig obraca¢ podczas ruchu punktu. Nalezy wyznaczy¢ kat obrotu belki ¢ t w funkcji czasu t .
Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi na rysunku 1 kret ukladu belka — punkt materialny, obliczany wzglgdem $rodka
cylindra O musi by¢ réowny zeru. Masowy moment bezwladnosci uktadu wzgledem $rodkowego punktu cylindra
O wynosi:

2 2 2
2a m 2a a a
| =2a, R=—, JO:—+m(—j +m vt2+m(—j . (D)
N 2 "\ N
Kret uktadu obliczony wzgledem $rodka cylindra O oraz predkos$¢ katowa belki wynosza:
a va
K=J0a)=mv— =0 <> a)=#. (2)
3 a?+v2t? 3
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Rys.1. Schemat dynamiczny zadania 1
2.2 Przyklad 2

Jednorodny, sztywny, gtadki krazek o masie catkowitej M i o $rednicy 2a lezy na gladkim, poziomym stole.
W punkcie O na obwodzie krazka znajduje si¢ przegub taczacy punkt O ze stotem. Krazek moze si¢ swobodnie obracac
dookota przegubu O. Punkt materialny 0 masie m poczatkowo znajdowat si¢ na drugim koncu poziomej $rednicy OA
w punkcie A. W pewnej chwili punkt materialny zaczal poruszaé¢ si¢ ze stata predkoscia v wzgledem krazka po jego

cigciwie tworzacej ze Srednica zadany kat % =60°, jak na rysunku 2. O jaki kat @ obréci sie krazek dookota przegubu O

w czasie kiedy punkt materialny przebedzie cata dtugo$é¢ cieciwy i znajdzie si¢ znow na obwodzie krazka w punkcie K?
Jaka bedzie predkos¢ katowa w tym krancowym potozeniu punktu materialnego m ?

Rys 2. Schemat dynamiczny zadania 2

Zgodnie z rysunkiem 2 mamy: OP =r, AP =Vt za$ z twierdzenia cosinusow wynika:
r :4a2+v2t2—2><2avtcos%, r’ =4a® +v’t* - 2avt. 4)

Na rysunku 2 przyjeto, ze w chwili poczatkowej $rednica OA lezata na osi X, nastepnie zgodnie z prawem zachowania
kretu obrocita si¢ przeciwnie do kierunku wektora predkosci punktu materialnego o kat @ w dot. Ruchomy punkt
materialny m w aktualnym, posrednim potozeniu znajduje si¢ w punkcie P, jak na rysunku 2. Zapisujac teraz kret uktadu
wzgledem przegubu O, z wykorzystaniem (4), otrzymujemy réwnanie:

36

Logistyka 3/2012



Logistyka - navka

M[L1a21a? |g-mr? p—a =0, M3 gemr?a=me @,
2 2

3 ©)
M Eaz a+m 4a’+v>t*-2avt a=r? .
W kinematyce punktu podaje si¢ definicj¢ predkosci sektorowej vV, =FxV oraz v, :% r’ C:j_(tﬂ Wykorzystujac ostatni
wz6r mozemy wyznaczyé ostatni sktadnik w (5)3 tzn. sktadnik r?¢ . Mamy zatem:
, . .d . , .,
reg=2 pm (sektorowe pole zakre$lone przez zmienny promien r) =
(6)
=2i AAOP :2i 1vt2asin£ =av3.
dt dt\ 2 3
Wstawiajac teraz ostatni ze sktadnikow (6) do (5)s, po prostym uporzadkowaniu otrzymujemy:
d[M §a2+m 4a2+v2t2—2avt}:mavt\/§, a):o'z:d—a':3 mav+/3 -
2 t EM a’+m 4a’+v’t*—2avt
. dt

- a=mav3 J' = (7

05 M a’?+m 4a’+vit?-2avt

Granica catkowania w (7) wynika z dtugosci cigciwy, ktora wynosi a przy kacie 3 zatem gorna granica catkowania jest

v . . . .
réwna — . W szczegdlnym przypadku M =m, x =1 z rozwiazania calki (7) otrzymujemy:
a

a= \E tgt Na =0,3597 = 20,61". )

W zakoniczeniu okreslimy jeszcze, zgodnie z drugim poleceniem w tresci zadania, predkos¢ katowa krazka w przypadku
koncowego potozenia punktu materialnego m na cigciwie. Wykorzystujac (7),, przy vt =a mamy:

mav\/§ 2vJ§

o=¢| = = .
3a k+2

vi=a 3 2 2
EM 2a° +3ma

9)

W powyzszym i innych zadaniach nastgpnego referatu wystapito pojecie predkosci sektorowej albo wycinkowej. Zgodnie
z oznaczeniami na rysunku 3, niech wspotrz¢dne biegunowe r i @ okreslaja ruch punktu P na ptaszczyznie w czasie t, a
S niech oznacza szare pole wycinka. Jesli przez 6 okreslimy kat pomigdzy styczna do krzywej w punkcie P a wektorem
I, to mozemy napisa¢ nastepujace zwiazki:

dr=dscosd, rde=dssing, d3=%rdssin0:%r2d¢,

(10)
d=rsing, szd_szlrzd_f":lﬁrsingzlﬁd.
¥odt 20 dt 2dt 2 dt
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Rys.3. Idea predkosci sektorowej (wycinkowej)

. . lds . . . . ds L .
Jesli zauwazymy, ze wielkos¢ >t rsin @ jest rowna potowie predkosci y pomnozonej przez prostopadly do niej

odcinek d =rsin 8, to mozemy powiedzie¢, ze predkos¢ wycinkowa jest rowna potowie momentu predkosci punktu P

wzgledem bieguna O.

3. WNIOSKI

W pierwszej czgsci pracy podano rozwigzania dwoch trudniejszych zadan z dynamiki analitycznej, w ktorych
wykorzystano prawo zachowania momentu pgdu i pojecie predkosci sektorowej. Podobne zadania, bez rozwiazan, mozna
znalez¢ w podrecznikach [5-10], przeznaczonych dla studentéw fizyki teoretycznej uniwersytetow angielskich z przetomu
XIX i XX wieku.
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