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DRGANIA BELKI NA DWUPARAMETROWYM PODŁO śU SPRĘśYSTYM 
 

Praca dotyczy wyznaczania drgań belki na dwuparametrowym podłoŜu spręŜystym 
obciąŜonej symetrycznie dwiema siłami przyłoŜonymi w sposób nagły oraz dwoma 
impulsami.  

 
 

VIBRATION OF BEAM WITH TWO-PARAMETER ELASTIC FOUNDA TION 
 

This paper presents method to obtain vibrations of beam with two-parameter elastic 
foundation under symmetric dynamic loading. 

 
 

1. WSTĘP 
 
Rozpatrzmy belkę spoczywającą na dwuparametrowym podłoŜu spręŜystym o więzach 

dwustronnych. Zakładamy, Ŝe znana jest masa belki, sztywności podłoŜa oraz 
przyjmujemy, Ŝe działające siły są bezmasowe a podłoŜe jest nieinercyjne.  

Na Rys. 1. pokazano rozpatrywaną belkę, którą z pewnym przybliŜeniem moŜna 
traktować, jako uproszczony model podkładu kolejowego, na który pośrednio działają 
gwałtownie przyłoŜone siły skupione. 
Przyjęty model podłoŜa jest opisany równaniem (por. [1]): 
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gdzie w  jest przemieszczeniem, a 21, kk  oznaczają sztywności odpowiednich warstw i 

wyraŜone są w jednostkach odpowiednio 
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Rys.1. Schemat analizowanej konstrukcji 

 
2. RÓWNANIE RÓśNICZKOWE 

 
Równanie róŜniczkowe drgań belki o stałej sztywności EJ  spoczywającej na podłoŜu 

spręŜystym jest postaci: 
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w której µ  jest gęstością masy belki na jednostkę długości. 

Niech w chwili 0t  w punktach o współrzędnych ( )0x  i ( )0xl −  zostaną nagle przyłoŜone 

do belki siły bezmasowe P . ObciąŜenie to moŜna zapisać następująco: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]000, xlxxxttHPtxq +−+−−= δδ ,      (3) 

 
gdzie: H  - funkcja Heaviside’a, 

δ  - dystrybucja Diraca. 
 

Wprowadzając współrzędną bezwymiarową 
l

x=ξ  równanie (2) zapisujemy w postaci: 
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w której wprowadzono następujące, bezwymiarowe współczynniki: 
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Szukamy ugięcia przy 0tt > , tj. wtedy, gdy ( ) 10 =− ttH . W tym przypadku równanie (4) 

zapisujemy następująco: 
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Rozwiązanie tego równania przy jednorodnych warunkach początkowych 
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przewidujemy w postaci 
 

( ) ( ) ( )twwtw ds ,, ξξξ += ,        (8) 

 
w której sw  jest całką szczególną będącą rozwiązaniem równania (por. [2,3]): 
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Postać rozwiązania powyŜszego równania zaleŜy od wartości współczynników γ  i κ . 

Pierwiastki równania charakterystycznego równania (9) są równe: 
 

22
4,3,2,1 κγγ −±±=r .      (10) 

 
PoniewaŜ współczynniki 0≥γ , 0≥κ , to mamy pięć przypadków i pięć postaci 

rozwiązania jednorodnego równania (9), a mianowicie: 

1. przy 022 >> κγ  otrzymujemy równanie ugięcia w postaci: 

 
( ) ( ) ( ) ( )βξβξαξαξ shCchCshCchCws 43210 +++= ,     (11) 

 
w której 
 

22 κγγα −+= ,    22 κγγβ −−= .    (12) 

 

2. przy 22 κγ < , otrzymujemy 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ηξεξηξεξηξεξηξεξ sincossincos 43210 shCshCchCchCws +++= ,    (13) 

 
gdzie 

γκε +=
2

2
,    γκη −=

2

2
,     (14) 

 

3. przy 0=κ ,   γα 2= ,   0=β , a rozwiązaniem równania róŜniczkowego jest 

funkcja 
 

( ) ( ) αξαξαξ 43210 CCshCchCws +++= .     (15) 

 

4. przy 22 κγ = , otrzymujemy 

 

γβα ==          (16) 

 
oraz 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ξγξγγξξγξγ shCchCshCchCws 43210 +++=    (17) 

 
5. dla 0=γ  mamy następującą funkcję sw   
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Całka ( )twd ,ξ  jest rozwiązaniem równania: 
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Przedstawiając rozwiązanie równania (19) w postaci iloczynu funkcji zmiennej 
przestrzennej ( )ξpw  i funkcji zmiennej czasu ( )tF  

 
( ) ( ) ( )tFwtw pd ⋅= ξξ ,         (20) 
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otrzymujemy następujące dwa równania: 
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oraz 
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przy czym bezwymiarowy współczynnik λ  wyraŜamy wzorem 
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Częstości drgań własnych iω  znajdziemy z rozwiązania równania (21). Pierwiastki 

równania charakterystycznego tego równania są równe  
 

242
4,3,2,1 κλγγ −+±±=r       (24) 

 
Rozpatrzmy następujące przypadki: 
 

a)  422 λκγ >>    
 
Rozwiązanie równania (21) zapisujemy następująco:  
 

( ) ( ) ( ) ( )ξβξβξαξα ˆˆˆˆ 4321 shCchCshCchCwp +++= ,   (25) 

 
w którym teraz oznaczono 
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c)  422 λγκ +>  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξηξεξηξεξηξεξηξε ˆsinˆˆcosˆˆsinˆˆcosˆ 43210 shCshCchCchCws +++= ,     (29) 

 
gdzie 
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Wykorzystując następujące warunki brzegowe: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 010czyli010 =′′=′′== wwMM ,       (31) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 010czyli010 =′′′=′′′== wwTT .      (32) 

 
otrzymamy jednorodny algebraiczny układ równań do wyznaczenia stałych 4321 ,,, CCCC . 

Z przyrównania do zera wyznacznika głównego tego układu otrzymujemy częstości drgań 

własnych iω  oraz funkcje własne ( )ξi
pw .  

Rozwiązaniem równania (22) są funkcje: 
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Po wykorzystaniu warunków początkowych (7), rozwiązanie zagadnienia przedstawiamy w 
postaci 
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3. WYZNACZENIE FUNKCJI ( )ξsw  

  

 Przyjmując, Ŝe spełniona jest nierówność 22 κγ >  oraz wykorzystując symetrię 

zagadnienia funkcję ugięcia zapisujemy następująco: 
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Stałe wyznaczamy z warunków brzegowych i warunków ciągłości w postaci: 
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PoniewaŜ wzory na te stałe są bardzo rozbudowane, wyznaczanie drgań układu naleŜy 
przeprowadzać na przykładach liczbowych. 

 
4. DZIAŁANIE IMPULSU 

 
Rozpatrzmy działanie 2 impulsów przyłoŜonych w chwili 0t  na belkę w sposób 

symetryczny (por. Rys. 2.).  
Drgania wywołane dwoma impulsami moŜna otrzymać korzystając z następującego wzoru: 
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Rys. 2.Schemat belki obciąŜonej impulsami 
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