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DRGANIA BELKI NA DWUPARAMETROWYM POD O USPR YSTYM

Praca dotyczy wyznaczania drgaelki na dwuparametrowym podw spr ystym
obci onej symetrycznie dwiema siami przgoymi w sposéb nagy oraz dwoma
impulsami.

VIBRATION OF BEAM WITH TWO-PARAMETER ELASTIC FOUNDA TION

This paper presents method to obtain vibrationbedm with two-parameter elastic
foundation under symmetric dynamic loading.

1. WST P

Rozpatrzmy belk spoczywajc na dwuparametrowym pod o spr ystym o wi zach
dwustronnych. Zak adamy, e znana jest masa belki, sztywoo podoa oraz
przyjmujemy, e dzia ajce siy s bezmasowe a pod e jest nieinercyjne.

Na Rys. 1. pokazano rozpatrywamelk , ktor z pewnym przyblieniem mona
traktowa, jako uproszczony model podk adu kolejowego, narykipo rednio dzia aj
gwa townie przy oone si 'y skupione.

Przyj ty model pod oa jest opisany rownaniem (por. [1]):

2
W
p=kw- kz% ) 1)

gdzie w jest przemieszczeniem, ka, k, 0znaczaj sztywnoci odpowiednich warstw i

wyra one s w jednostkach odpowiednioﬁ2 , [N]
m
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Rys.1. Schemat analizowanej konstrukcji
2. ROWNANIE RO NICZKOWE

Réwnanie réniczkowe drga belki o sta ej sztywnai EJ spoczywajcej na pod ou
spr ystym jest postaci:

4 2 2
EJ%+k1W- k2%+m11]n—‘2”:q(x,t), @)

w ktorej 7 jest gstoci masy belki na jednostkd ugo ci.
Niech w chwili t; w punktach o wsp6 rrnych (xo) i (I - xo) zostan nagle przy oone
do belki siy bezmasow® . Obci enie to mona zapisanastpuj co:

a(xt) = PH(t- to)lalx- xp)+ alx- 1+ )], ©)

gdzie: H - funkcja Heaviside’a,
a - dystrybucja Diraca.

Wprowadzajc wspo rzdn bezwymiarow x zl—x réwnanie (2) zapisujemy w postaci:

4 2
il W_Zgﬂ \/2V+k2W+
x

~4 T?w
i Iz =

o P ot s - - ) @

w ktérej wprowadzono nagiuj ce, bezwymiarowe wspé czynniki:
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kol 2
EJ’

_kyl*

m4
29 = k? oraz /4 =" |&?|. 5
g : = I 5)

Szukamy ugicia przyt >t,, tj. wtedy, gdyH (t - to) =1. W tym przypadku rownanie (4)
zapisujemy naspuj co:

3
ﬂ_VV_ Zgﬂ_vv+kzw+/4ﬂw Pl [

T TG 1t dlx- x5)+ dlx- (1- xo)) ©6)

Rozwi zanie tego réwnania przy jednorodnych warunkactz gkowych

W(X-to):O’ ﬂ_W(X’to)

It

0 @)

przewidujemy w postaci
wix, t) = we (x) + wg (x,t), (®)

w ktorej w; jest cak szczegbinb d ¢ rozwi zaniem réwnania (por. [2,3]):

d* d? PI3
d)\(’Zs - ZQWV\ZISJ'/(ZWS 25[0'()(- Xo)+dlx- (1- x,)). 9)

Posta rozwi zania powyszego réwnania zalg od wartoci wspé czynnikdéwg i k.
Pierwiastki rownania charakterystycznego rowna)as( rowne:

F1234 = £ grygP- k2. (10)

Poniewa wsp6 czynniki g3 0, k30, to mamy pi przypadkdéw i pi postaci
rozwi zania jednorodnego réwnania (9), a mianowicie:
1. przy g* > k? >0 otrzymujemy réwnanie ugtia w postaci:

Wy = Clch(ax) + Czsl"(ax) + C3ch(bx) + C4sr(bx) , (11)

w ktorej

a=+g+yg?- k? ., b=4g-g*- k*. (12)

2. przy g% < k?, otrzymujemy
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Wy = Clch(ex)cos(hx) + Czch(ex)sin(hx) + Cssl"(ex)cos(hx) + C4sl"(ex)sin(/7x) , (13)

gdzie
e=% k+g, h=%w/k— , (14)
3. przy k=0, a= \/Z_g , b =0, arozwizaniem rownania rdiczkowego jest
funkcja
Wy, = Cych{ax ) +C,shlax ) +Cy +Cax . (15)

4. przy g* = k%, otrzymujemy

a=b=,lg (16)

oraz

W = Clch(\/gx)+ CZSP‘(\/EX)+ X\/Z}lcsch(\/gx)+ C4sh(\/5)()] a7)

5. dla g =0 mamy nastpuj ¢ funkcj wy

W, =C;ch \/%X cos \/%X +C,sh \/gx sin \/%x +

. (18)
+Csch \/ZX sin \/ZX +C,sh \/ZX cos \/ZX
2 2 2 2
Ca ka wy (X,t) jest rozwi zaniem réwnania:
4 2 _ q2
MW g1 g2y, 4 4T M g (19)
ix ix 1t

Przedstawiajc rozwi zanie réwnania (19) w postaci iloczynu funkcji zmiej
przestrzennejw, (x) i funkcji zmiennej CzaSlF(t)

Wy (X,t) =W, (X)xF(t) (20)
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otrzymujemy naspuj ce dwa réwnania:
w (x)- 29w+ (k2 - /4)Wp =0 (21)
oraz
d’F
—+WF =0, 22
e (22)
przy czym bezwymiarowy wspé czynnik wyra amy wzorem
m* ~
/4=EW2=/4W2>0. (23)

Cz stoci drga wasnych w znajdziemy z rozwizania rownania (21). Pierwiastki
réwnania charakterystycznego tego rownaniedsvne

(120 =E( GG+~ K2 (24)

Rozpatrzmy naspuj ce przypadki:
a) ?>k>>14
Rozwi zanie réwnania (21) zapisujemy ngsij co:
W, = C,ch(dx)+C,sHax)+ C3ch(l5x)+ C4st{5x) , (25)

w ktérym teraz oznaczono

é=\/g+\/g2+/4- K* z}ng- VP +14- K, (26)

b) k?</*
w, = C,chldx)+C,shax)+C, cos(EX)+ C, sin(EX) , (27)

gdzie

5=\/- g+ 1t - kP (28)
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c) kK2>g*+/*
Wy, = C,ch(&x)codfix)+ C,ch(éx)sin(fix) + Cysh(éx)codfix) + C, sh{ex)sin(fx),  (29)

gdzie

. 2 > 4 V2
== k27 h==Jk?- 1%)- 30
é 2\/\/‘ )+g. > g, (30)

Wykorzystuj ¢ nastpuj ce warunki brzegowe:
M(0)=M(1)=0 czyli wq0)=we(1)=0, (31)
T(0)=T(1))=0 czyli we(0)=we(1)=0. (32)

otrzymamy jednorodny algebraiczny uk ad rowm wyznaczenia sta yc@,,C,,C;,C,.
Z przyréwnania do zera wyznacznika g 6wnego tegadik otrzymujemy czto ci drga

w asnychw oraz funkcje w asnewpi (x) .
Rozwi zaniem réwnania (22) sunkcje:

Fat) = A, coduq(t - to)] + B, sinfupt - to)] (33)

Po wykorzystaniu warunkéw podkowych (7), rozwizanie zagadnienia przedstawiamy w
postaci

v\/()(,t)=ws(x)+_¥ w, ()F (1) przyts t. (34)

i=1
3. WYZNACZENIE FUNKCJI  w(x)
Przyjmujc, e speniona jest nieréwno g >k? oraz wykorzystujc symetri
zagadnienia funkcjugi cia zapisujemy nagpuj co:

w, = Cych{ax )+ Cyshax )+ Coeh(bx)+ C,shbx) dia 0£x£.x =|& -
W, = .
S w, = Csch(ax )+ Cgshax )+ C,ch(bx)+ Cgsh(bx)  dla X, £X£%
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Sta e wyznaczamy z warunkéw brzegowych i warunkbg o ci w postaci:

M4 (0)=- 5 wio) =0 (36)
T,0)=- 5 w)=o0. 37)
W () = Wy (X)) (38)
() = ws (xo), (39)
M1(X0)2M2(Xo) czyli VV{((XO):WE(X ) (40)
B . _ PP
Tl(Xo)' Tz(Xo)— P czyli Wz@o)' Wl@?o)—a, (41)
1 _
wg 5 =0, (42)
1 EJ 1
T, E :.I_swztm:E =0 (43)

Poniewa wzory na te stae sbhardzo rozbudowane, wyznaczanie drgk adu naley
przeprowadzana przyk adach liczbowych.

4. DZIA ANIE IMPULSU

Rozpatrzmy dzia anie 2 impulséw przyamych w chwili t; na belk w sposéb

symetryczny (por. Rys. 2.).
Drgania wywo ane dwoma impulsami nma otrzyma korzystaj ¢ z nastpuj cego wzoru:

wi =- =8 (44)

w ktérym impulsK = lim PDt, = const
Dt,® 0
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Rys. 2.Schemat belki obabnej impulsami

5. BIBLIOGRAFIA

[1] Jemielita G.:Governing equations and boundary conditions of gaimed model of
elastic foundationJ. Theor. Appl. Mech32, 4,(1994), 887-901.

[2] K czkowski Z.:P yty. Obliczenia statycznérkady 2000.

[3] Jemielita G., Kozyra Z.$tatics of beam with arbitrary stiffness resting awariable,
unidirectional, two-parameter foundatipn Theoretical Foundations of Civil
Engineering. Polish-Ukrainian-Lithuanian Transag$ip Warsaw, 2010, pp. 143-150,
Ed. by W. Szczeniak, OWPW, ISBN 978-83-7207-894-0



