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DRGANIA BELKI NA DWUPARAMETROWYM POD	O � U SPR�� YSTYM 
 

Praca dotyczy wyznaczania drga�  belki na dwuparametrowym pod
o�u spr�� ystym 
obci�� onej symetrycznie dwiema si
ami przy
o�onymi w sposób nag
y oraz dwoma 
impulsami.  

 
 

VIBRATION OF BEAM WITH TWO-PARAMETER ELASTIC FOUNDA TION 
 

This paper presents method to obtain vibrations of beam with two-parameter elastic 
foundation under symmetric dynamic loading. 

 
 

1. WST� P 
 
Rozpatrzmy belk�  spoczywaj� c�  na dwuparametrowym pod
o� u spr�� ystym o wi� zach 

dwustronnych. Zak
adamy, � e znana jest masa belki, sztywno�ci pod
o� a oraz 
przyjmujemy, � e dzia
aj� ce si
y s�  bezmasowe a pod
o� e jest nieinercyjne.  

Na Rys. 1. pokazano rozpatrywan�  belk� , któr�  z pewnym przybli� eniem mo� na 
traktowa� , jako uproszczony model podk
adu kolejowego, na który po� rednio dzia
aj�  
gwa
townie przy
o� one si
y skupione. 
Przyj� ty model pod
o� a jest opisany równaniem (por. [1]): 
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gdzie w  jest przemieszczeniem, a 21, kk  oznaczaj�  sztywno�ci odpowiednich warstw i 
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Rys.1. Schemat analizowanej konstrukcji 

 
2. RÓWNANIE RÓ� NICZKOWE 

 
Równanie ró� niczkowe drga�  belki o sta
ej sztywno�ci EJ  spoczywaj� cej na pod
o� u 

spr�� ystym jest postaci: 
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w której m jest g� sto� ci�  masy belki na jednostk�  d
ugo� ci. 
Niech w chwili 0t  w punktach o wspó
rz� dnych ( )0x  i ( )0xl -  zostan�  nagle przy
o� one 
do belki si
y bezmasowe P . Obci�� enie to mo� na zapisa�  nast� puj� co: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]000, xlxxxttHPtxq +-+--= dd ,      (3) 
 

gdzie: H  - funkcja Heaviside’a, 
d  - dystrybucja Diraca. 

 

Wprowadzaj� c wspó
rz� dn�  bezwymiarow�  
l
x

=x  równanie (2) zapisujemy w postaci: 
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w której wprowadzono nast� puj� ce, bezwymiarowe wspó
czynniki: 
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Szukamy ugi� cia przy 0tt > , tj. wtedy, gdy ( ) 10 =- ttH . W tym przypadku równanie (4) 
zapisujemy nast� puj� co: 
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Rozwi� zanie tego równania przy jednorodnych warunkach pocz� tkowych 
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przewidujemy w postaci 
 

( ) ( ) ( )twwtw ds ,, xxx += ,        (8) 
 

w której sw  jest ca
k�  szczególn�  b� d� c�  rozwi� zaniem równania (por. [2,3]): 
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Posta�  rozwi� zania powy� szego równania zale� y od warto� ci wspó
czynników g  i k . 
Pierwiastki równania charakterystycznego równania (9) s�  równe: 
 

22
4,3,2,1 kgg -±±=r .      (10) 

 
Poniewa�  wspó
czynniki 0³g , 0³k , to mamy pi��  przypadków i pi��  postaci 
rozwi� zania jednorodnego równania (9), a mianowicie: 

1. przy 022 >> kg  otrzymujemy równanie ugi� cia w postaci: 
 

( ) ( ) ( ) ( )bxbxaxax shCchCshCchCws 43210 +++= ,     (11) 
 

w której 
 

22 kgga -+= ,    22 kggb --= .    (12) 

 

2. przy 22 kg < , otrzymujemy 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )hxexhxexhxexhxex sincossincos 43210 shCshCchCchCws +++= ,    (13) 

 
gdzie 

gke +=
2
2

,    gkh -=
2
2

,     (14) 

 

3. przy 0=k ,   ga 2= ,   0=b , a rozwi� zaniem równania ró� niczkowego jest 

funkcja 
 

( ) ( ) axaxax 43210 CCshCchCws +++= .     (15) 
 

4. przy 22 kg = , otrzymujemy 
 

gba ==          (16) 

 
oraz 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xgxggxxgxg shCchCshCchCws 43210 +++=    (17) 

 
5. dla 0=g  mamy nast� puj� c�  funkcj�  sw   
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Ca
ka ( )twd ,x  jest rozwi� zaniem równania: 
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Przedstawiaj� c rozwi� zanie równania (19) w postaci iloczynu funkcji zmiennej 
przestrzennej ( )xpw  i funkcji zmiennej czasu ( )tF  

 
( ) ( ) ( )tFwtw pd ×= xx ,         (20) 

 
 



DRGANIA BELKI NA DWUPARAMETROWYM POD	O � U SPR	� YSTYM   1465

otrzymujemy nast� puj� ce dwa równania: 
 

( ) ( ) pp
IV
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oraz 
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przy czym bezwymiarowy wspó
czynnik l  wyra� amy wzorem 
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Cz� sto� ci drga�  w
asnych iw  znajdziemy z rozwi� zania równania (21). Pierwiastki 
równania charakterystycznego tego równania s�  równe  
 

242
4,3,2,1 klgg -+±±=r       (24) 

 
Rozpatrzmy nast� puj� ce przypadki: 
 

a)  422 lkg >>    
 
Rozwi� zanie równania (21) zapisujemy nast� puj� co:  
 

( ) ( ) ( ) ( )xbxbxaxa ˆˆˆˆ 4321 shCchCshCchCwp +++= ,   (25) 

 
w którym teraz oznaczono 
 

242ˆ klgga -++= ,    242ˆ klggb -+-= ,   (26) 

 

b)   42 lk <  
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gdzie 
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c)  422 lgk +>  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxexhxexhxexhxe ˆsinˆˆcosˆˆsinˆˆcosˆ 43210 shCshCchCchCws +++= ,     (29) 
 
gdzie 
 

( ) glke +-= 42

2
2ˆ ,    ( ) glkh --= 42

2
2ˆ ,   (30) 

 
Wykorzystuj� c nast� puj� ce warunki brzegowe: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 010czyli010 =¢¢=¢¢== wwMM ,       (31) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 010czyli010 =¢¢¢=¢¢¢== wwTT .      (32) 
 
otrzymamy jednorodny algebraiczny uk
ad równa�  do wyznaczenia sta
ych 4321 ,,, CCCC . 
Z przyrównania do zera wyznacznika g
ównego tego uk
adu otrzymujemy cz� sto� ci drga�  

w
asnych iw  oraz funkcje w
asne ( )xi
pw .  

Rozwi� zaniem równania (22) s�  funkcje: 
 

( ) ( )[ ] ( )[ ]00 sincos ttBttAtF nnnnn -+-= ww    (33) 
 
Po wykorzystaniu warunków pocz� tkowych (7), rozwi� zanie zagadnienia przedstawiamy w 
postaci 
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3. WYZNACZENIE FUNKCJI ( )xsw  

  

 Przyjmuj� c, � e spe
niona jest nierówno��  22 kg >  oraz wykorzystuj� c symetri�  
zagadnienia funkcj�  ugi� cia zapisujemy nast� puj� co: 
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Sta
e wyznaczamy z warunków brzegowych i warunków ci� g
o� ci w postaci: 
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( ) ( )0201 xx ww = ,         (38) 
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( ) ( )0201 xx MM =   czyli  ( ) ( )0201 xx ww ¢¢=¢¢ ,       (40) 
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Poniewa�  wzory na te sta
e s�  bardzo rozbudowane, wyznaczanie drga�  uk
adu nale� y 
przeprowadza�  na przyk
adach liczbowych. 

 
4. DZIA	ANIE IMPULSU 

 
Rozpatrzmy dzia
anie 2 impulsów przy
o� onych w chwili 0t  na belk�  w sposób 

symetryczny (por. Rys. 2.).  
Drgania wywo
ane dwoma impulsami mo� na otrzyma�  korzystaj� c z nast� puj� cego wzoru: 
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Rys. 2.Schemat belki obci�� onej impulsami 
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