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MODELOWANIE CZASÓW WYKONANIA ROBÓT BUDOWLANYCH 
Z WYKORZYSTANIEM WNIOSKOWANIA ROZMYTEGO 

 
Podczas realizacji budowy, na czasy wykonania poszczególnych robót wpływają 

róŜne czynniki. Dlatego, czasy wykonania robót oszacowane w etapie planowania 
budowy mają charakter niepewny. W referacie załoŜono, Ŝe ta niepewność nie jest 
spowodowana brakiem wiedzy, lecz przedstawia pewien rozrzut moŜliwych czasów 
wykonania danej roboty. Opisano metodę rozmytego modelowania czasów 
wykonania robót budowlanych na podstawie niepewnych danych 
charakteryzujących warunki realizacji budowy. W opisanej metodzie wykorzystano 
wnioskowanie rozmyte oraz powiązanie pomiędzy rozkładem prawdopodobieństwa  
i rozkładem moŜliwości. Podano równieŜ przykład wykorzystania opisanej metody 
dla oszacowania rozmytego czasu wykonania roboty budowlanej. 

 

MODELING THE TIME OF CONSTRUCTION WORKS 
USING FUZZY INFERENCE 

 
During execution of construction, durations of works are influenced by various 

factors. Therefore, durations of works estimated at the planning stage  
of construction are uncertain. The paper assumes that this uncertainty is not due  
to lack of knowledge, but represents a scattering of possible durations of the works. 
The method for fuzzy modelling of durations of works on the basis of uncertain data 
is presented. The method presented uses a fuzzy inference and the relation between 
the probability distribution and the possibility distribution. A numerical example  
of application of the method presented for estimating the fuzzy duration  
of construction work. 

 
 
1. WSTĘP 
 

W czasie realizacji obiektów budowlanych, procesy wykonawcze są naraŜone na wpływ 
róŜnych czynników zakłócających (warunki atmosferyczne, nieterminowość dostaw 
materiałów, awarie sprzętu, itp.). Czynniki te, pomimo świadomości planistów o ich 
istnieniu, nie są uwzględniane podczas szacowania czasów wykonania robót na etapie 
projektowania budowy. Powoduje to róŜnice pomiędzy oszacowaniami czasów wykonania 
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robót a rzeczywistymi czasami wykonania robót, uzyskanymi podczas realizacji budowy. 
Tymczasem, naleŜałoby te czynniki nie tylko zidentyfikować, ale takŜe stworzyć 
odpowiednie warunki realizacji robót, uwzględniające ewentualne działania 
zapobiegawcze. Jedną z metod wspomagających rozwiązania takiego typu zadania jest 
wnioskowanie rozmyte. W referacie przedstawiono podstawy teorii zbiorów rozmytych 
oraz jej wykorzystanie dla określenia rozkładu moŜliwych czasów wykonania roboty 
budowlanej w przypadku niemoŜności wykorzystania metod statystycznych. 

 

2. PODSTAWOWE POJĘCIA TEORII ZBIORÓW ROZMYTYCH 
 

Zbiorem rozmytym A w pewnej niepustej przestrzeni X nazywa się zbiór par: 
 

 ( ){ }X;)(, ∈µ= xxxA
A

 (1) 

 
gdzie: 
 

 ]1,0[X: →µ
A

 (2) 

 
jest funkcją przynaleŜności zbioru rozmytego X⊆A , [10]. Funkcja ta przypisuje 

kaŜdemu elementowi X∈x  jego stopień przynaleŜności do zbioru rozmytego A. 
W zaleŜności od wartości stopnia przynaleŜności, moŜna wyróŜnić trzy przypadki: 

1) 1)( =µ xA  oznacza pełną przynaleŜność elementu x do zbioru rozmytego A, tzn. 

Ax∈ , 

2) 0)( =µ xA  oznacza brak przynaleŜności elementu x do zbioru rozmytego A, 

tzn. Ax∉ , 

3) 1)(0 <µ< xA  oznacza częściową przynaleŜność elementu x do zbioru rozmytego A. 

 
Operacje na dwóch zbiorów rozmytych A i B takie, jak iloczyn (∩) i suma (∪), 

zapisuje się w następujący sposób, [2], [7]: 
 

 ,X)),()(min()( ∈∀µµ=µ ∩ xxxx BABA  (3) 

 

 .X)),()(max()( ∈∀µµ=µ ∪ xxxx BABA  (4) 

 
Relacją rozmytą YX ×⊆R  między dwoma niepustymi zbiorami X i Y nazywa się 

zbiór rozmyty określony na iloczynie kartezjańskim X ×Y: 
 

 ( )( ){ } Y,X,),(,, ∈∀∈∀µ= yxyxyxR R  (5) 

 
gdzie: 
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 ]1,0[YX: →×µR  (6) 

 
jest funkcją przynaleŜności. Funkcja ta przypisuje kaŜdej parze (x, y), X∈x , 

Y∈y jej stopień przynaleŜności ),( yxRµ , interpretowany jako siła powiązania 

pomiędzy elementami X∈x i Y∈y , [10].  

Niech będą dane trzy zbiory nierozmyte X, Y i Z oraz dwie relacje rozmyte: 

YX ×⊆R  z funkcją przynaleŜności ),( yxRµ oraz ZY ×⊆U  z funkcją 

przynaleŜności ),( zyUµ . JeŜeli zbiór Y ma skończoną ilość elementów, to złoŜeniem 

relacji rozmytych YX ×⊆R  i ZY ×⊆U nazywa się relację rozmytą V=RoU 
w postaci dwuwymiarowego zbioru rozmytego o funkcji przynaleŜności [10]: 
 

 })},(,),({min{max),( zyyxzx UR
Yy

UR µµ=µ
∈o

 (7) 

 
Inną bardzo waŜną cechą zbiorów rozmytych jest moŜliwość ich wykorzystania do 

wnioskowania, wykorzystującego zmienne lingwistyczne. Ogólny schemat wnioskowania, 
zapisywanego w postaci reguł rozmytych, przedstawia się następująco [11]: 
 
 JEśELI  „  przesłanka logiczna” TO „ konkluzja” (8) 
 

Istotnym problemem jest sposób tworzenia właściwych reguł wnioskowania. Jednym 
z rozwiązań jest wykorzystanie wiedzy i doświadczenia eksperta. Wyciągnięcia rozmytych 
wniosków i przeobraŜenie ich w ocenę ilościową prowadzi się na podstawie przyczynowo-
skutkowych reguł i relacji rozmytych. Zakłada się, Ŝe A jest zbiorem rozmytym 
w przestrzeni przesłanek X, a B jest poziomem wpływu czynnika (na przykład duŜy wpływ) 
w przestrzeni konkluzji Y. Zbiór rozmyty opisujący poziom wpływu czynnika 
w przestrzeni X oznaczamy przez A’, a zbiór rozmyty opisujący poziom 
prawdopodobieństwa przez B’. Wtedy przyczynowo – skutkowa relacja rozmyta BA →  
przesłanki i konkluzji, odzwierciedlająca wiedzę eksperta, nazywa się regułą rozmytą R: 
 
 BAR →=  (9) 
 

A więc proces uzyskania rozmytego wniosku B’  z wykorzystaniem wiedzy BA → oraz 
danych A’ moŜna przedstawić jak niŜej: 
 

 ( ) ( ){ }),(),(minmax '
''' yxxBAARAB RA

µµ=→== oo  (10) 

 

gdzie )(' x
A

µ  i ),( yxRµ są odpowiednimi funkcjami przynaleŜności zbiorów rozmytych 

A’ i R. 
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3. OKREŚLANIE CZASÓW WYKONANIA ROBÓT Z WYKORZYSTANIEM 
WNIOSKOWANIA ROZMYTEGO 
 

Do określania czasów wykonania robót w warunkach niepewności, w niniejszym 
referacie wykorzystano reguły i relacje rozmyte. Niezbędne operacje na zbiorach 
rozmytych przeprowadzono zgodnie z zaleŜnościami (3), (4), (7) i (10). 

ZałoŜono, Ŝe na podstawie normatywów pracochłonności został ustalony nominalny 
czas wykonania pewnej roboty budowlanej, na przykład tn = 16 zmian roboczych. NaleŜy 
określić oczekiwany czas wykonania tej roboty z uwzględnieniem zakłóceń, 
spowodowanych opadami atmosferycznymi i awariami sprzętu budowlanego.  

Niech reguły odpowiednie dla rozpatrywanego przypadku mają postać: 
 

RI
1: JEśELI wraŜliwość roboty na zakłócenia z powodu wystąpienia opadów 

atmosferycznych jest „średnia” I  częstość występowania opadów atmosferycznych będzie 
„ średnia” TO zakres zakłóceń przebiegu roboty będzie „duŜy”.  
RI

2: JEśELI wraŜliwość roboty na spowolnienie postępu z powodu wystąpienia awarii 
sprzętu budowlanego jest „bardzo duŜa” I  częstość występowania awarii sprzętu 
budowlanego będzie „duŜa” TO zakres zakłóceń przebiegu robót będzie „bardzo duŜy” . 

 
Następnie, ustala się zaleŜność pomiędzy oceną zakresu zakłóceń przebiegu roboty, 

a wydłuŜeniem czasu jej wykonania. Niech reguły odpowiednie dla rozpatrywanego 
przypadku mają postać: 

 
RII

1: JEśELI zakres zakłóceń przebiegu roboty będzie „duŜy” TO wydłuŜenie czasu 
wykonania roboty będzie „duŜe” . 
RII

2: JEśELI zakres zakłóceń przebiegu roboty będzie „bardzo duŜy” TO wydłuŜenie 
czasu wykonania roboty będzie „bardzo duŜe” . 
 

WraŜliwość robót na zakłócenia, częstości występowania czynników zakłócających 
oraz zakres zakłóceń przebiegu robót moŜna opisać w notacji zbiorów rozmytych, jak niŜej: 
 
 „średnia” = {0,3/0,1; 0,4/0,7; 0,5/1,0; 0,6/0,7; 0,7/0,1} (11) 
 
 „duŜa” = {0,5/0,0; 0,6/0,5; 0,7/0,9; 0,9/0,5; 1,0/0,0} (12) 
 
 „bardzo duŜa” = {0,7/0,0; 0,8/0,1; 0,9/0,7; 1,0/1,0} (13) 
 

Tworzenie relacji rozmytej YX ×⊆R  na podstawie reguł RI
1 i RI

2 przebiega 
w następującej kolejności: 
a) najpierw, z wykorzystaniem zaleŜności (3) i (5) tworzy się relację rozmytą 

111 YX ×⊆R , gdzie: 

X1 – podzbiór ocen punktowych częstości występowania opadów atmosferycznych, 
określanej, jako: „ średnia” 
Y1 – podzbiór ocen punktowych zakresu zakłóceń przebiegu roboty, określanych, jako: 
„du Ŝy” 
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b) następnie, z wykorzystaniem zaleŜności (3) i (5) tworzy się relację rozmytą 

222 YX ×⊆R , gdzie: 

X2 – podzbiór ocen punktowych częstości występowania awarii sprzętu budowlanego, 
określanej, jako: 

„du Ŝa”  
Y2 – podzbiór ocen punktowych zakresu zakłóceń przebiegu roboty, określanych, jako: 

„bardzo duŜy”  

c) łącząc relacje rozmyte 111 YX ×⊆R  i 222 YX ×⊆R z wykorzystaniem zaleŜności 

(4), otrzymuje się relację rozmytą 21 RRR ∪= . 

Podobnie przebiega tworzenie relacji rozmytej ZY ×⊆U  na podstawie reguł RII
1
 

i RII
2: 

a) najpierw, z wykorzystaniem zaleŜności (3) i (5) tworzy się relację rozmytą 

111 ZY ×⊆U , gdzie: 

Y1 – podzbiór ocen punktowych zakresu zakłóceń przebiegu roboty, określanego, jako: 
„du Ŝy”  

Z1 – podzbiór wartości wydłuŜeń czasu wykonania roboty, określanych, jako: 
„du Ŝe” 

b) następnie, z wykorzystaniem zaleŜności (3) i (5) tworzy się relację rozmytą 

222 ZY ×⊆U , gdzie: 

Y2 – podzbiór ocen punktowych zakresu zakłóceń przebiegu roboty, określanego, jako: 
„bardzo duŜe”  

Z2 – podzbiór wartości wydłuŜeń czasu wykonania roboty, określanych, jako: 
„bardzo duŜe” 

c) łącząc relacje rozmyte 111 ZY ×⊆U i 222 ZY ×⊆U  z wykorzystaniem zaleŜności 

(4), otrzymuje się relację rozmytą 21 UUU ∪= . 

MoŜliwe wydłuŜenia czasu wykonania roboty moŜna opisać w notacji zbiorów 
rozmytych, jak niŜej: 

 
 „duŜa” = {6/0,5; 7/0,9; 8/0,9; 9/0,5; 10/0,0} (14) 

 
 „bardzo duŜa” = {6/0,0; 7/0,0; 8/0,1; 9/0,7; 10/1,0} (15) 

 
Wynik złoŜenia relacji rozmytych R i U przeprowadzonego z wykorzystaniem 

zaleŜności (7) przedstawiono w Tabeli 1 w postaci dwuwymiarowego zbioru rozmytego 
V=RoU. ZłoŜenie relacji rozmytych R i U umoŜliwia bezpośrednie powiązanie oceny 
wydłuŜenia czasu wykonania roboty budowlanej z oceną częstości oddziaływania 
poszczególnych czynników zakłócających. 
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Tabela 1. Macierz współczynników przynaleŜności V=RoU 

Zbiór X: ocena punktowa 
częstości wystąpienia 

zakłóceń, spowodowanych 
działaniem danego czynnika, x 

Zbiór Z: 
moŜliwe wydłuŜenie czasu wykonania 

roboty, z , w dniach roboczych 

1z = 6 2z = 7 3z = 8 4z = 9 5z = 10 

0,0 0 0 0 0 0 

0,1 0 0 0 0 0 

0,2 0 0 0 0 0 

0,3 0 0 0 0 0 

0,4 0 0 0 0 0 

0,5 0 0 0 0 0 

0,6 0,5 0,7 0,7 0,5 0,5 

0,7 0,5 0,7 0,5 0,7 0,9 

0,8 0,5 0,5 0,5 0,7 0,9 

0,9 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 

1,0 0 0 0 0 0 

 
Dwuwymiarowy zbiór rozmyty V = RoU moŜna wykorzystać dla wyznaczenia 

parametrów rozkładu prawdopodobieństwa wydłuŜenia czasu wykonania roboty (wartości 
oczekiwanej i odchylenia standardowego), [8], [9]. W macierzy wartości współczynników 
przynaleŜności do dwuwymiarowego zbioru rozmytego V = RoU identyfikuje się wiersz, 

dla którego iloczyn sumy wartości współczynników przynaleŜności ),( kUR zx
o

µ  i oceny 

punktowej częstości wystąpienia zakłóceń osiąga maksimum. Następnie, na podstawie 

wartości współczynników przynaleŜności ),( kUR zx
o

µ  zawartych w tym wierszu, 

wyznacza się: 
1) prawdopodobieństwo, Ŝe wydłuŜenie czasu wykonania roboty przyjmie określoną 

wartość kz : 

 

 ,
),(

),(
)P(

1
∑

=

µ

µ
==

K

k
kUR

kUR
k

zx

zx
zz

o

o  (16) 

 
2) oczekiwane wydłuŜenie czasu wykonania roboty: 
 

 )},P(){()E(
1

k

K

k
k zzzz =⋅=∑

=

 (17) 
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tn E(Z) 

Czas 

tn 

3) odchylenie standardowe wydłuŜenia czasu wykonania roboty: 
 

 ∑
=

−=⋅=σ
K

k
kkz zzzz

1

22 ).(E)}P(){(  (18) 

 
W przedstawionym przykładzie moŜna ustalić, Ŝe iloczyn sumy wartości 

współczynników przynaleŜności ),( zxURo
µ  i oceny punktowej częstości wystąpienia 

zakłóceń osiąga maksimum dla danych zawartych w dziewiątym wierszu Tabeli 1. 
Wykorzystując zaleŜności (16), (17) i (18), otrzymuje się: 

 
 P(z = 6) = 0,5/3,1 = 0.16, 
 P(z = 7) = 0,5/3,1 = 0.16, 
 P(z = 8) = 0,5/3,1 = 0.16, 
 P(z = 9) = 0,7/3,1 = 0.23, (19) 
 P(z = 10) = 0,9/3,1 = 0.29, 
 E(z) = 8,33 dnia, 
 σ z = 1,44 dnia. 

 
Uzyskane wyniki moŜna wykorzystać dla ustalenia oczekiwanego czasu wykonania 

danej roboty, powiększając jej czas nominalny wykonania o oczekiwane wydłuŜenie czasu 
jej wykonania (patrz Rys. 1): 

 

.33,2433,800,16)()( =+=+= zEttE
n

 (20) 

 

 

 

 
 
 
Rys.1. Ustalenie oczekiwanego czasu wykonania danej roboty 
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4. WNIOSKI 
 

W niniejszym referacie opisano metodę modelowania czasu wykonania roboty 
budowlanej w warunkach niepewności danych o zakłóceniach budowy. Teoria zbiorów 
rozmytych jest narzędziem ułatwiającym opisanie niepewności. Wykorzystanie relacji 
rozmytych pozwala na oszacowanie wydłuŜeń czasu wykonania roboty budowlanej 
z uwzględnieniem wiedzy i doświadczenia eksperta. Przedstawiony przykład liczbowy 
ilustruje zaleŜność moŜliwego wydłuŜenia czasu wykonania roboty od jej wraŜliwości na 
działanie określonych czynników zakłócających i częstości oddziaływania poszczególnych 
czynników. Metoda moŜe być przydatna dla sporządzania harmonogramów w etapie 
projektowania budowy. 
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