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DRGANIA UKŁADU WAGONÓW O TRZECH STOPNIACH SWOBODY 
 

W pracy przeanalizowano drgania swobodne trzech sztywnych wagonów  
o jednakowych masach połączonych jednakowymi elementami spręŜystymi. Pierwszy 
wagon porusza się ze stałą prędkością 0v  uderzając i łącząc się z wagonem drugim. 

Układ ma trzy stopnie swobody. Trzy równania ruchu rozwiązano analitycznie. 
Wyniki rozwiązania przedstawiono na rysunkach. Pokazano wykresy drgań, 
przyspieszenia i siły wewnętrzne w spręŜynach. 

 
 

VIBRATIONS OF WAGON’S SYSTEM MODELED  
WITH THREE DEGREE OF FREEDOM 

 
In the paper free vibrations of system of three rigid wagons is analyzed. Wagons 

of mass m are connected by springs of constant k. The first wagon is moving  
with constant velocity 0v , impacts and connects to the second wagon. Wagons  

are modeled as three degree of freedom system. Equations of motion are solved 
analytically. Solution of the problem is illustrated by diagrams of vibrations, 
velocities accelerations and forces in spring elements. 

 
 

1. WSTĘP 
 
W pracy analizujemy drgania swobodne trzech sztywnych wagonów o jednakowych 

masach m  połączonych jednakowymi spręŜynami o stałej k . Pierwszy wagon porusza się 
po idealnie gładkim, poziomym sztywnym podłoŜu z zadaną prędkością 0v , uderzając w 

dwa pozostałe sczepione, nieruchome wagony i sczepia się z wagonem drugim, tak jak 
pokazano to na rysunku 1. Układ doznaje drgań swobodnych. W komunikacie 
wyprowadzimy trzy równania ruchu tego układu mającego trzy stopnie swobody. 
Wyznaczymy drgania trzech współrzędnych uogólnionych ( ) ( ) ( )1 2 3, , ,q t q t q t stosując 

analityczne rozwiązanie trzech liniowych równań ruchu. Wyznaczymy przyspieszenia 
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trzech wagonów i siły dynamiczne w spręŜynach łączących. Wykorzystując pakiet 
Wolframa Mathematica, wyniki rozwiązania zadania przedstawimy na rysunkach. 

 
2. DRGANIA SWOBODNE UKŁADU ZŁO śONEGO Z TRZECH WAGONÓW  

 
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 trzy równania ruchu wyprowadzone metodą 

kinetostatyki są następujące: 
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Rys. 1. Schemat dynamiczny zadania 
 
Liniowe równania ruchu (1) rozwiązujemy przy sześciu warunkach początkowych:  
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Po analitycznym rozwiązaniu układu równań ruchu (1) przy warunkach początkowych 

(2) otrzymujemy następujące wyraŜenia na trzy uogólnione współrzędne Lagrange’a (3) 
oraz przyspieszenia (4): 
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Siły dynamiczne pomiędzy wagonami 1-2 oraz 2-3 wyraŜają się następującymi 

wzorami: 
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Całkowita siła dynamiczna działająca na wagon drugi wynosi: 
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3. PRZYKŁAD OBLICZENIOWY 
 

W rozwiązywanym przykładzie przyjęto, Ŝe masy wagonów są jednakowe i wynoszą 
20000 kgm= , charakterystyki spręŜyste ich połączenia teŜ są jednakowe i równe 

910 N mk = . Prędkość manewrowa wagonu pierwszego jest mała i wynosi 0 1 m sv = . Na 

rysunku 2 przedstawiono przebiegi prędkości wagonów. 
Na rysunku 3 pokazano wykresy przemieszeń dynamicznych ( )1q t , ( )2q t , ( )3q t  

w bardzo krótkim czasie ( )0 0.05 st ∈ ↔ , aby uwypuklić przesunięcie fazowe w czasie 

wynikające z falowego charakteru zderzenia wagonu pierwszego z dwoma pozostałymi. 

( )0 0.05 st ∈ ↔ . Na rysunku 4 pokazano wykresy przyspieszeń wagonów ( )1q t&& , ( )2q t&& , 

( )3q t&& . Maksymalne przyspieszenie wagonu drugiego, jak wynika z (4), wynosi 

2max 0 3

k
q v

m
=&& . 
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Rys. 2. Wykresy prędkości ( )1q t& , ( )2q t&  i ( )3q t& w przypadku drgań swobodnych układu: 

w czasie ( )0 0.06t s∈ ↔ , 0 1 /v m s= , 20000m kg=  i 910 /k N m= . Widoczne jest 

przesunięcie początkowe wykresów prędkości wynikające z falowego charakteru zjawiska 
uderzenia 
 
 
 

 
 
Rys. 3. Wykresy ( )1q t , ( )2q t  i ( )3q t  w przypadku drgań swobodnych układu: w czasie 

( )0 0.05t s∈ ↔ , 0 1 /v m s= , 20000m kg=  i 910 /k N m=  
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Rys. 4. Wykresy przyspieszeń ( )1q t&& , ( )2q t&&  i ( )3q t&& w przypadku drgań swobodnych układu: 

w czasie ( )0 0.05t s∈ ↔ , 0 1 /v m s= , 20000m kg=  i 910 /k N m=  

 
 
 
 

 
 

Rys. 5. Wykresy sił dynamicznych ( )1 2F t− , ( )2 3F t−  i ( )2F t  w przypadku drgań 

swobodnych układu: w czasie ( )0 0.05t s∈ ↔ , 0 1 /v m s= , 20000m kg=  i 910 /k N m=  
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Rys. 6. Wykresy trajektorii prędkości ( )1q t& , ( )2q t& , i ( )3q t& w przypadku drgań swobodnych 

układu: w czasie ( )0 0.05t s∈ ↔ , 0 1 /v m s= , 20000m kg=  i 910 /k N m=  

 
 
 

 
 

Rys. 7. Wykresy trajektorii przyspieszeń ( )1q t&&  i ( )3q t&&  w przypadku drgań swobodnych 

układu: w czasie ( )0 0.05t s∈ ↔ , 0 1 /v m s= , 20000m kg=  i 910 /k N m=  
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Rys. 8. Wykresy trajektorii przyspieszeń ( )1 2F t−  i ( )2 3F t− w przypadku drgań swobodnych 

układu: w czasie ( )0 0.05t s∈ ↔ , 0 1 /v m s= , 20000m kg=  i 910 /k N m=  

 
4. WNIOSKI 
 

W pracy przeanalizowano drgania swobodne układu złoŜonego z trzech sztywnych 
wagonów o takiej samej masie kaŜdy, połączonych spręŜynami o jednakowych stałych 
spręŜynowych. Pierwszy z wagonów porusza się z małą prędkością i uderza w pozostałe 
dwa połączone wagony i łączy się z wagonem drugim. Podano równania ruchu układu 
o trzech stopniach swobody i wyznaczono ich analityczne rozwiązanie. W przykładzie 
obliczeniowym wyznaczono poziome przemieszczenia dynamiczne wszystkich wagonów 
po zderzeniu, ich prędkości i przyspieszenia, siły dynamiczne w spręŜynach oraz siłę 
ściskającą działającą na wagon numer dwa. Wykresy tych wielkości w czasie pokazano na 
rysunkach 2-5.  
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