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METODY IDENTYFIKACJI ZRODEL POLA WSPOMAGAJ ACE BADANIA
WYBRANYCH ZAGADNIE N W UKLADZIE POJAZD SZYNOWY — TOR

W pracy przedstawiono opracowane metody numerycahgeczne w
rozwigzywaniu  wybranych zagadwsie w uktadzie pojazd szynowy - tor.
Zaprezentowano metody identyfikagjiodet pola wspomagage badania nad
kontaktem tocznym koto-szyna. Ponigvdentyfikacjazrédet pola w modelowaniu
matematycznym nale do klasy probleméw odwrotnych, metody numeryczne
wymagag uzupetnienia odpowiednimi procedurami regularyzymi. Innym
sposobem identyfikacfrodet jest minimalizacja pewnego funkcjonatu dlakiji
Zrédlowej. Funkcjonat ten nazwano funkcjonalem mamgez analogi do
zagadnienia obwodowego w elektrotechnice. W prazgdstawiono tale metod
modelowania dynamiki kontaktu koto - szyna skoostam; w oparciu 0 pajcie
energii jednookresowej. Metoda ta pozwala na wyzaaie odpowiedzi doktadnej i
mniejszym kosztem obliczeniowywiprzypadku metod obliczania przybhego.
W pracy wykazano,zZe pewne nagglzia obliczeniowe wykorzystywane w
elektrotechnice mma z powodzeniem zaadaptewdo modelowania wybranych
zagadni@ w ukladzie pojazd szynowy — tor.

METHODS OF FIELD SOURCES IDENTIFICATION SUPPORTED S TUDIES
ON SELECTED ISSUES IN A RAIL VEHICLE — TRACK SYSTEM

In this paper there are presented some establishederical methods for field
sources’ identification in 2-D systems which arediso solve selected issues in a
rail vehicle - track system. With regard to belargs a group of identification
problems to the class of inverse problems, numentthods would be completed
by special regularization procedures. Another agmto of sources identification is
a minimization the special functional of sourcesghdtion. This functional was
called the power functional in an analogy to theemgetic problem of electrical
circuits analysed in electrical engineering. Aldw tspecial method for dynamical
modelling a wheel - rail contact for the verticalrée was presented. This method
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was constructed using the one period energy contept an electrical circuits’
analysis in real time. This method allows obtain exact answer using up less
computational costs then in the instance of appnaté calculations.

1. WSTEP

W pracy przedstawiono opracowane metody numerycpreydatne do bada
wybranych zagadnie w uktadzie pojazd szynowy — tor. Algorytmy oblickeve w
zaprezentowanych metodach numerycznych zostaly stkmwane przez adaptacj
specjalnych nakxizi obliczeniowych wykorzystywanych w elektroteatwi Wykazanoze
wielomiany potgowe, wykorzystywane w obliczeniach sieci i obwodéigktrycznych,
stanowi efektywne nar@zia obliczeniowe w algorytmach metod numerycznych
stuzacych do identyfikacjizrédet pél fizycznych opisanych réwnaniem astkowym
Poissona. Innym nagdziem obliczeniowym wykorzystywanym do opisu stasieci
rozgakzionej jest funkcjonat mocy, ktéry w procedurzeyopalizacji jest take wyteczny
do rozwhzania zagadnienia identyfikacfirédet pola opisanego réwnaniem Poissona.
Opracowane zayciem wielomianow pegowych i funkcjonatu mocy metody identyfikacji
zrédet mog znalei¢ zastosowanie w rozazywaniu zagadnie wytrzymatagciowych i
cieplnych w modelowaniu uktadu pojazd szynowy - fak zagadnienie skrecenia szyny
kolejowej czy wyznaczaniérédet w $ladzie cieplnym wywotanym kontaktem tocznym
koto-szyna.. Wykazano takze sposOb oblicze z wykorzystaniem pegia energii
jednookresowej stosowany w analizie w czasie rasistym procesOw energetycznych w
obwodach elektrycznych me znalé¢ zastosowanie w modelowaniu dynamiki kontaktu
koto - szyna dla sity wertykalne;.

2. METODA IDENTYFIKACJI ZRODEL POLA PRZY U ZYCIU WIELOMIANOW
Wielomiany po¢gowe o statych wspéiczynnikach stangwefektywne nargzia
matematyczne w obliczeniach sieci i obwodéw elanych. Takim rodzajem
wielomianéw § moniczne wielomiany pegowe o wspoétczynnikach generowanych przez
zmodyfikowane tréjkty liczbowe. Elementy pierwszego zmodyfikowanegdjkista
liczbowegoMNT1 mazna wyznacz§ za pomog nastpujacej formuty rekurencyjnej

an,k: bn-l,k + an-l,k—l _an-Z,k! a0,0: 11 a-l,0= 11 n= 01 11 21 ey 8ksn (1)

Trojkat liczbowy MNT1 generuje moniczne wielomiany pgbowe T, (q) dla gLR
zdefiniowane za pomadormuty rekurencyjnej

Tn+2(q) = (2 +q)Tn+1(q) _Tn(q)1 n= 01 11 2! TO(q) = 11T1(X) =1 +0, (2)
W nastpujacy sposob

T(Q) = ian,qu : n=0,1,2, ... @)
k=0

W oparciu o elementy tréjgka MNT1 (1) wyznaczono kilka pierwszych wielomian6w
monicznychT,(q):

To(@) =1
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T(@=1+q
To ) =1+3+q
To(q) =1+ &+ 50° +°
Ta(0) =1+ 1@+ 152 + 7q°+ o
Ts(q) = 1 + 15 + 35" + 287+ 9" + ¢
Elementy drugiego zmodyfikowanego trdi& liczbowegdVINT2 moga zost& wyznaczone
za pomog nastpujacej formuty rekurencyjne;j
bn’r = an-l,r + bn—l,r—l_bn-z,r , boyoz O, b]_’o: 1, n= 0, 1, 2, ceey @ r<n. (4)

Trojkat liczbowy MNT2 generuje moniczne wielomiany ggbwe Py (q) dla qOR
zdefiniowane za pomadormuty rekurencyjnej

Pn+2d) = (2 +0)Pnia(d) —Pn(@) , n=0,1,2, ... ,Po(q) =0,P(q) =1, )
W nastpujacy sposob
n
Pu(@) = D by,q", n=0,1,2, ... (6)
r=0
Znajac elementy tréjta MNT2 (4) mazna wyznaczg wielomianyP,(q):
Po(g) =0
Py(g) =1
Pg) =2 +q

Pya) =3+ 4+ ¢
Pya) =4 + 1@+ 60° +¢°
Ps(q) =5 + 2@ + 210° + 8¢° + .

Miedzy wielomianamP,(q) i T,(q) zachodz nastpujace relacje:

QPa(@) =To(@) —Toa(@,  n=1,2,3, ... @)
Pn(q)Tn-l(q) - Pn-lTn(Q) =1, n=1,2,3, .. (8)

Prawidtowdcia charakteryzujca konstrukcg zmodyfikowanych tréjtow liczbowych jest
to, ze sumy elementéw w wierszach pierwszego (1, 23534, 89, ... ) i drugiego tréjka
O, 1, 3, 8, 21, 55, ... )asrowne odpowiednio parzysty,,, n = 0, 1, 2, ... , lub
nieparzystynt,..1, N =0, 1, 2, .. wyrazom gju Fibonacci’ego zdefiniowanego za pomoc
nastpujacej formuty [9]

Fr2=Fne + Fp, n=0,1,2, ..., (9)

dla wyrazow pocgtkowychFq = 1 iF;= 1.
Ciag Fibonacci'go stanowiliczby (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 54, 55, 89, ..zyvane te
liczbami Fibonacci'go. Gig Fibonacci'go charakteryzujeesiym, ze cig ilorazéw wyrazu
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nastpnego do poprzedniego dita — c zbiega do granicliim % =1,6180339 ... =
gdzie® oznacza propor¢jziotego podziatu odcinka, zwarez ,ztotg liczby”, lub ,ztotym
srodkiem” [9]. Jdli przezx oznaczymy punkt podziatu odcinka o diggol, to w ziotej
proporcji powinien od spetndazaleznos¢

l:x=x:1-x. (20)
Nadajc proporcji (10) postaréwnaniax’ + x — 1 = 0 wyznaczamy = _1; =
++45
2

o

0,6180339, natomiast proporcja ztotego podziatird@dcl :x = 2/(— 1 +\/§) -1

1,6180339 ... =

Liczby ciagu Fibonacci'go znajddj zastosowanie w biologii, chemii organicznej
ostatnio take na gietdzie. W elektrotechnice liczby Fibonaaziznajduj zastosowanie w
obliczeniach obwodoéw jednorodnych o strukturze oksi - gwiazda, a tale w
obliczeniach parametréw wéejowych linii transmisyjnych. Tale potgowe wielomiany
moniczne znajddj zastosowanie w elektrotechnice w obliczeniach gogdznych sieci
elektrycznych [2, 8]. Przykladowo dla obwodu drddsiwego z opornikami o rezystani
i konduktancjiG impedancja wégiowa R, jest okrélona przez utamek fguchowyr(a, b)
=[a;b,a b, ... ,a], gdziea=R, b =R/G. Napkcie wk-tym oczku ocbwodu mma zapiséa
przy wyciu wielomianuT,(q) w nas¢pujacy sposoéb [8]

Ue=T@Uo, k=0,1,2,..n, q=RG=a?b, (11)
a impedangj wejsciowa R, w formie
U RT 1T
R, = Jn = @ _1T.(@ (12)
L, T(@-T.,(@ GR(g

Poniewa Ry, =r(a, b),

np. dlan =2 r,(a, b) =a+bi(a + bi(a+ bla)) = 1; (32q++q‘; - é Ligg ,

—r(ab) _% n=0 1,2 3, .., dlan - lim % :%Iim ri(a b) =

1 f 4
— |1+ [1+—|.
12 ( q]
Gdyg=RG=1dlan - o granicalim Eq; 1(1+ \/E) =1,6180339 ... @D

Narzedzia obliczeniowe w postaci pgiowych wielomianéw monicznych,(q) i P.(q)
mozna zastosowaw algorytmach metod numerycznychzitych do identyfikacjizrodet
pola dla uktadéw opisanych réwnaniem Poissona. dJRHD opisany réwnaniem Poissona
ze znanymi warunkami brzegowymnjr na brzegd” badanego obszaru ma pasf3]
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2%u(x,y) . 2%u(x, y) _
ox? ay’

fxy), (13)

gdzie:x 0(0, I), y O(0, l), u = u(x, y) OR? - funkcja polowaf = f(x, y) OR? - funkcja
rozktaduzrodet (funkcjazrodtowa).

Dla ukfadu (13) zadanie identyfikadiédet pola polega na wyznaczeniu funkcji rozktadu
zrédetf(x, y), co stanowi rozwaizanie problemu odwrotnego. Aby rozz& ten problem
numerycznie nalgy przyblizy¢ ciagly opis ukladu modelem dyskretnym. Po zamianie
zmiennych cigtych na dyskretne, np. w przypadku prostakj siatki podziatu badanego
obszaru o wymiarach x |, wedtug wzorx=1ih,i=0,1,2,..M,y=jh,j=0,1,2, ... N,

M = I/h, N =1y/h, h - dlugas¢ kroku dyskretyzacji, przybienie rownania riniczkowego
réwnaniem ranicowym za pomag schematu rinic skaiczonych sprowadza esido
uzyskania uktadu réwmaalgebraicznych wizacych wartdci funkcji poloweju i zrédtowej

f w weztach siatki w nagpujacy sposob

Uy, —2u, +U_ +u. ., —2u +u  =h*f(,j)=q,i=12..,M, [F1,..,N,(14)

i,j+l

gdzie:ui i= U(i,j), qi,j = C](I, j)
Warunki brzegowe dla réwnania (14) przyjmpposta

U(O,]) = UO(j)! l‘(M! ]) = UM(j)! J :O: :L ey N
u(i, 0)= Uo(), Ui, N) = Up(i), i=0,1,..., M.

Dla modelu dyskretnego (14) rozmanie zagadnienia identyfikacfirodet polega na
wyznaczeniu wartxi funkcji zroédiowej q(i, j) w weztach siatki. Funkcjazrodiowa
aproksymowana dyskretnym rozkladem Fouriera maapost

frun= \/ENme(k)sinka . fmo=fun=0, mM=0,1,2, ..M, (15)
k-1
gdzie n jest parametremi(k) oznacza wspofczynniki rozktadu dla= 1, 2, ... N-1.

Podobnie zostata rozwigta funkcja polowa

knn

N-1 i
Umn= \/EZUm(k)smW , Upp=Uyn=0, n=0,1,... N. (16)
k=1

Rownanie (14) zapisane przyzygiu wspotczynnikéw rozkladu Fouriera przyjmuje
nastpujaca forme

h—12 {(Um+1(k)—2Um(k)+Um_1(k))—(4sin2:—Z)Um(k)} =F k), m=1,2,.. M1 (17)

z warunkami brzegowymi okénymi przezUq(k) = O oraz wartéci Uy (k) wyznaczone z
réownasci uy, =0,n=1, ... N.
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Po podstawieniu wielomianB(q,) (6) dla qk=4@in2%do (17) rozwigzanie problemu
prostego przyjmuje form
m-1
Un(K) =R @V (K2R (@)D FR(K),  m=2,3, .. M-L. (18)

Wartasci Uy(K) w réwnaniu (18) mzna wyznaczy z warunkéw brzegowych (16). D=

M z uktaduM-1 réwna mazna wyznacz§ zestaw wspotczynnikdwiy(k), k=1, 2, ... M-

1. Nastpnie przez podstawienie tych wspotczynnikéw do ramia (18) dlan = M, mazna

otrzym& zestaw wspétczynnikdw (k) dla k = 1, 2, ... ,M-1. Rozwizanie problemu
odwrotnego wyznaczone przy zyciu monicznych wielomianéwP(qy) przyjmuje
nastpujaca posta:

U,.+(K)~R.(@)V, (03 R.., (@)N°F (9
RGN’ |

Funkcja zrédtowa odtworzona ze wspéiczynnikéw rozktadu (18diug formuty (15)

stanowi rozwizanie zagadnienia identyfikacjzrédet pola. Poniewa zagadnienie
identyfikacji jest problemem odwrotnym zatem jegwrwiazanie wymaga stabilizacji
wynikéw obliczeér [1]. Opracowana przez autorow artykutu Metoda Skacyjna

identyfikacji zostata uzupetniona przez specjahumerycza procedu¢ aproksymacyja

opracowan na podstawie metody odwrotnych odlegiouzywam do wygtadzania danych
w ukladach 2-D, kt6ra stanowi rodzaj samoregulacijyZ8].

3. PRYZYPADEK ZREDUKOWANYCH DANYCH POMIAROWYCH

Metoda identyfikacji zrodet wykorzystuica wielomiany pafgowe mae zosté
zaadaptowana dla przypadku posiadania zredukovioeinacji pomiarowej ograniczonej
tylko do danych pomiarowych z brzegu badanego sbsZamiana zmiennychagtych na
dyskretne

x=ih, i=0,1..,M+1, y=jh, j0,1,..N (20)

F(k)=

(19)

umazliwia aproksymagj réwnania (12) do postacindicowej metod réznic skaiczonych

ui+1, ) — 2ui, j) + u(i-1, ) + u(i, j+ 1) — 2ui, j) + u(i, j-1) = WG, j) = oG, ), (21)
gdzie:g(i, j) - zastpcza funkcjazrédiowa.

Warunki brzegowe majposté:

u(0,j) = Ue(),  uUM+1, ) = Unaa(j), i=0,1 ..,N
ui, 0)=Uo(i), Wi, N) = Un(i), 0,1 .., M M+1.

Przez wprowadzenie wielkoi U(i) oraz G(i) oznaczajcych odpowiednio wektor
potencjatléw oraz warfgi funkcji zrodtowej w i-tej kolumnie siatki dla = 1, 2, ...,N-1,
uktad rowna (21) wraz z warunkami brzegowymi o zapisaw postaci macierzowej

U(i+1) — (E+A)U(i) + U(i-1) = G(i) = Vo(i) = Va(i), i=1,2, ... M, (22)
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gdzie: V(i) - wektor wartgci potencjatow dlg=0, V(i) - wektor wartéci potencjatéw dla
j=N w i-tej kolumnie siatkiE - macierz jednostkowa, - macierz aproksymac;ji z@icowej
wzgledem zmiennej, natomiast wektory i macierze majosta

gl | u@,o) 0
aiy=| 92 |, vy =| ° |, v = ° .
Lg(i,N-1) 0 u@i, N)
(2 -1 0 0 .. 0]
u@d | -1 2 -1 0 .. 0
N u(@,2) o N-1 _ 0 -1 2 -1 .. O
u(i) = , E=diag[l]; , A= o 0 -1 2
u@i,N-1) | -1
0 0 0 .. -1 2]

Macierz charakterystyczn@ = 2E+A, pozwala wprowadzido ukladu (23) macierzowe

n-1
wielomiany moniczne rodzaje,(A) =Za'nyk Ak,

k=0
Wprowadzajc do réwnania (22) wielomiany moniczne i elimiguijnieznane wartei
potencjatéw o indeksach i = 1, 2, .M;1, otrzymujemy nagpujace réwnanie

Pua(A) Uz = Pu(A)Un + Uo + Hon = D P, (A)G() (23)

gdzie: Uy, - wektor znanych warfgi potencjatu na brzegu obszaru dla M+1, Uy, -
wektor wartdci potencjatu dla = M, U, - wektor znanych wartgi potencjatu dlai=0

u(M +11) u(M ) u (1)
Uy = u(M +12) Uy = u(M,2) U= u(0,2) ’
uM +1L,N-1) uM,N-1 u(O,N -1

Hon = Ho + Hy, gdzieH, jest wektorem o znanych wagtdach potencjatu dla= 0, aHy
dlaj = N. Poniewa potgowe wielomiany monicznB,(A) tworza wyrazy uzalenione od
kolejnych potg macierzyA, to porownujc odpowiednie wspotczynniki z lewej i prawej
strony réwnania (23) mma wyznacz§ wszystkie wektoryG(i), i = 1, 2, ... ,M, a tym
samym otrzymarozkladzrédet. Rozwazanie zagadnienia (23) wymaga jednak znagmino
wartasci potencjatdw w wztach kolumny ssiadupcej z brzegiem, tjUy . Gdy warstwa
przy jednym brzegu nie jest depha dla pomiaréw, wowczas wadtd mozna uzyska
przez przeskalowanie wektora potencjatéw na brzpgyjmujac Uy = aUy.q, gdzie
wspotczynnik skalowania >1.
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Przykiad 1

W celu zilustrowania efektywroi opracowanej metody identyfikacji wykonano obéom
przyjmujac M = 3 i N = 3. Na podstawie rownania (22) 2na skonstruow@uktad réwna

U(2) — (E + A)U(1) +U(0) =G(1) —V(2)
U(3) - (E +A)U(2) +U(1) =G(2) —V5'(2)
U(4) - (E + A)U(3) +U(2) =G(3) —V5'(3)

U(0) = {u(O;L)} - {u(l.l)} U {U(Z,l)} uE)- [u(al)]

u(0,2) u@2) u(22) u(32
_|u@p 301y — _|u@O)| 5. _|u(20)
u(4)= L (4,2)} » Vo(1) = V(1) -Vi(1) = L (1’3)} » Vo' (2) = Vo(1) - V(1) = L (2,3)} ,
3y _|u@0) 12 - |10
Vei(2) = Vo(1) - V(1) = L (3,3)}, A= [_1 2} . E= [O J,
(1) = {9(11)] @)= {9(21)}, @)= {9(31)}
g2 922 932

Po wyeliminowaniu wektorow(1), U(2) otrzymujemy nagpujace rownanie

(BE+4A+A?)U, — (AE+10A+6A+A’)U; + Uy + (BE+4A+A") U3 + (2E + A)Up ° =
= (BE+4A+A%)G; + (2E + A)G, + Gy,

U; = U(1), U, = U(2), Uy = U(3), Uy = U(4), G, = G(1), G, = G(2), Gs = G(3),
Vo1’ = VoX(1), Vo' = Vo'(2), Vos° = Vo'(3).

Po uporadkowaniu wyrazéw i poréwnaniu wspétczynnikéw prygh samych pegachA
otrzymujemy

Gy=14Us+ U+ Vo,®, Gp=14Us+Vy,®, Gg=Us—6Us+ Vo3’
Podstawiajc Uz = aU,4 otrzymujemy
Gy = 140U, + Up + V0,13, Gy = 140U, + Vo,z3 v Ge=(1-6)Us+ Ug+ V0,13,

gdzie  G,= {g(ﬂ)}zm {U(4;L)} .\ {u(o;t)} . [u(lo)]
g@2) u(4.2) u(02) u(L3)

6 - {9(21)} _ 14a{u(41)Hu(2,0)}63= {g(s;t)} (L6 {u(zu)} . {u(aoq_
022 u(4.2) u(23) g(&2 u(42) u(33)
Przykiad 2

Polowa funkcja wzorcowa (benchmark functiomfx, y) = cogxcosy, x O (0, 1),y0(0, 1)
z warunkami brzegowymi

u(0,y) = cogw, x, 0) = cogx,
u(l,y) =- cosy x, 1) =— CogK.
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Rozwigzujac analitycznie réwnanie Poissona

zrédtowa w postaci

f1(X, y) = — 277COSTKCOSTE) .

funkeja wzorcowa ufx,yjFcos(3 14x)cos(3, 14y)

Rys.1. Funkcjawzorcowat

dla funkej(x, y) otrzymujemy funkaj

funkeja zrodlowa fix y)=-19 72cos(3,14x)cos(3, 14y)

Rys.2. Funkcjazrédtowawzorcowaf;

Dla kroku dyskretyzacjn = 0,25 otrzymujemy

_u(4,1)} i —cosg) . W2
Lu (4,2) — COS(%T) 02 ,
i cos(]—T) Q

2 w5

77
et |
u(20) Cosg) g
_u<2,3>}' N2 pml T L)
> cos%) > |

oy _ ﬁ(7a+1) _
1_{9(12)}_ > G

[u(Ol)} _ 003(7747) _ 2 {u(lO)} _
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Wartas¢ wspotczynnikaa mozna oszacowa z analizy bédu wzgkdnego. Dla wartéi

funkcji zrodtowej f(3, 1) = h—12a3\/§ = 48\/§a, odpowiednie rozvgzanie analityczne

wynosif,[ 3 1] =22
4’4

Btad wzgkdny d(a) =

-2 15 - 05 0 05 1 15 2
wapolczynnik alfa

Rys. 3Wykresbtedu wzgkdnegod(a)

4. METODA IDENTYFIKACJI ZRODEL PRZY UZYCIU FUNKCJONALU MOCY

Rozwizanie zagadnienia identyfikacirédet pola ména uzyské jako rozwizania
zagadnienie optymalizacji przez wyznaczenie ekatrarfunkcjonatu mocy. Dla uktadu 2-
D, w odniesieniu do thicowej postaci rébwnania Poissona (14), funkcjamakty mana
zdefiniowa nastpujaco

F= Z Z{ Ui nm)z +(ui‘j _ui—u)2 +(ui,j _ui,iﬂ)z +(uu _ui‘j—l)Z] U4, } (27)
ij=1 i,j=1

Funkcjonat w postaci powsgzej formuty zostat nazwany funkcjonalem mocy przez
analoge do rozwizania zagadnienia obwodowego w elektrotechnice J&Ji zamiast
siatki prostoktnej dyskretyzujcej badany obszar rozpatrzona zostanié igeystancyjna,

to wowczas funkcjonat mocy okila moc w obwodzie. W przypadku sieci rezystancyjnej
zawierajcej oporniki jednakowej konduktan€i=R*, funkcjonat mocy dla sieci oamtach

w punktachi€l,j), @,]), (,j+1), (,j-1), (+1,])) przybiera posta

Fii= %G[(\/,] _Vi+lj)2 s\ _Vi—lj)2+(vi,j _Vi,j+1)2+(vi,j ‘Vi,j—l)Z]‘Vi,j'i,j' (28)
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gdzie:l; j - natzenie padu zrodta padowego daiczonego w punkcid (j),Vi j - napicie w
punkcie {, j), Vi«1,j - napkcie w punkcie i1, j), Vi j+1 - napgcie w punkciei( j+1), Vi j1 -
napkcie w punkcie i j-1), kwadraty ranic napg¢ zostaly uzyskane z podstawienia w
miejsce odpowiedniego gmu plyracego medzy sisiednimi weztami iloczynu
konduktancji i rénicy odpowiednich napg.

Fukcjonat mocy (28) dla uktadu (13) jest skonstraaw z dwoéch sktadowych. Pierwsza
skladowa jest ok&tona jako potowa sumy mocy elementéw pasywnychugal sktadowa

- mo@ zrodta padowego wysipujacego w obwodzie. Przyjmag G=1S, g;; = i j, Uij = Vi ;
oraz sumujc po indeksacl, j otrzymujemy wyraenie (27). Po wyznaczeniu z réwnania
(14) potencjatéw ,pérednich”, tzn. shaacych do obliczé posrednich przy znanych
wartasciach potencjatéw na brzegu obszaru i przez podetaevich do réwnania (27)
uzalezniono funkcjonat mocy od wardoi zrédel, ktére stanowi zmienne niezalae.
Identyfikacja zrodet za pomag funkcjonatlu mocy (27) polega na minimalizacji tego
funkcjonatu dla dyskretnych wafit q;. W pogciach rzeczywistego funkcjonatu
kvyadratowe*gdz = F(qy, Go, ... G, gdzien - ilosé zrodet, poszukiwany zestaivodetq,

02, --- ,» On Wyznacza & jako punkt stacjonarny funkcjonatu przez obliceefiego
gradientu i przyrownaniu go do zera
OF =0. (29)

Funkcjonat kwadratowy ni® zosté przedstawiony w postaci macierzowej gpsfaco
F=A +Bq+ %q‘Cq, (30)

gdzie: gorny indeks oznacza transpozygjAq i skladowe wektoraB stanows wyrazy
skalarne, a macier2 jest macierg kwadratova.

Stosujc reguk obliczania gradientu funkcjonatu kwadratowego [#}znaczamy gradient
funkcjonatu w postaci

OF =B + Cq. (31)
Poréwnujc gradient (31) do zera wyznaczamy punkt stacjgnamkcjonatu mocyF
q =-C'B. (32)

Znajac szczegotow postd funkcjonatu (30) ména wyznacz§ jego punkt stacjonarny w
oparciu o zalenos¢ (32) i uzyskd rozwigzanie zagadnienia identyfikacjiodet.

Przykiad 3

Dla uktadu 2b przyjmujemy dyskretyzagjbadanego obszaru siatkwadratow dla N =
M = 3. Potencjaty piwednie potaone w weztach wewntrznych oznaczymy przev,, V,,
V3, V,, wartdgci znanych potencjatow brzegowych pr2éz Ve, V7, Vs, Vg, Vio, Vi1, Vio,
natomiast nieznane waft funkcji zrodlowej przezq;, o, Os, 0s. Dla powyiszych
oznaczé roznicowe réwnanie przybiajace réwnanie riniczkowe Poissona przyjmuje w
zapisie macierzowym naglujaca posta
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4 1 1 o7 Vv] [a] [V+V,
1 -4 0 1|V, |q| [V, +V,
1 0 -4 1|Vv,| |a| |V.+V,
0 1 1 -4|Vv,| |a]| |V +V,

skad
V] -4 1 1 0] [q] [-4 1 1 0] Ve+Vy
V, 1 -4 0 1 s 1 -4 0 1| |Vio+Vy
VA 1 0 -4 1 s 1 0 -4 1 Ve +Vy |

Vo] [0 1 1 -4] [g |0 1 1 -4 |Vg+V,

Funkcjonat mocy zgodnie ze wzorem (27) przyjmujstgo

1
F =3 [(Vi-Vs) + (Vi-V12)® + (Vi=V2)® + (Vi-Va) + (VaVe) + (VaVo)? + (VaVa)* + ..
+ (V- Ve)* + (VaVo)® + (Va—Vo)* + (Vo Vig)® + (Vo-V12)°] = Vil — Vol = Valls = Vil

Funkcjonat mocy przedstawiony przez pasge wyraenie odznacza gispecyficznymi
cechami: w nawiasach kwadratowych znajduje &2 cziondw, ktére odpowiadgj
dwunastu odcinkomatzacym 12 wezly siatki, natomiast poza nawiasami znajdsje
cztery sktadniki odpowiadage 4 weztom, w ktérych znajduj sie poszukiwanerodta. Gdy
wprowadzimy oznaczenia

— -1 -1
-4 1 1 0 a -4 1 1 0] [Vs+Vp
1 0 -4 1 "ag 1 0 -4 1 Vg +Vs |
0 1 1 -4 a, 0 1 1 -4| |Vag+\Vy
Vi 4 a
VZ - R q2 + az .
Vs &G| |&
_V4 q4 a4

Po podstawieniu warfoi potencjatow pérednich do wzoru na funkcjonat mocy
otrzymamy funkcjonat w postaci formy kwadratowej

G a, aq, B,
QZ 1 qz qz -1 Bz
F=Ay+[By, By B By + -[q,q,,9,,0,]C , sid =-C’| g
(03 2 as as 3

a a, a, ¢
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Metody identyfikacjizrodet pola z wykorzystaniem w algorytmach oblicoewnich
wielomianéw potgowych mog znaleg¢ zastosowania w modelowaniu wybranych
zagadnié w uktadzie pojazd szynowy — szyna [6, 7]. Ze wdgl na opis ukladu
réwnaniem Poissona do badaadaj si¢ zagadnienia wytrzymadoiowe i cieplne, jak
zagadnienie skcania szyny kolejowej czy badaniadu cieplny w szynie wytwornego
przez kontakt toczny koto — szyna [4, 5, 6, 7].

5. MODELOWANIE KONTAKTU KOLO-SZYNA DLA SILY WERTYKA  LNEJ

Pojcie energii jednookresowej stosowane jest w amahziczasie rzeczywistym
procesdw energetycznych w obwodach elektrycznych {8 stanie okresowym
niesinusoidalnym. Procesy energetycznezmaowéwczas badana ptaszczinie fazowej
energii oraz ocenéaje na podstawie zmian chwilowego ngpa i padu zwihzanych z
danym elementem obwodu wagu jednego okresu. Bigc pod uwag dwojnik
dynamiczny dziatacy w stanie okresowym niesinusoidalnym, dla ktéreggnatem
wymuszenia &dzie napgcie v(t) = v(t + T), T - okres, a odpowiedgiprad i(t) =i(t + T),
energé oddan przez zrodio v(t) do odbiornika w przedziale czagddt = nT, n 0N,
okreslamy wyraeniem

(At) = nW (33)

gdzie: Wy - energia jednookresowa, tzn. energia dostarczimaodbiornika podczas
jednego okresu wymuszenia i odpowiedzi.

Zatem w stanie okresowym niesinusoidalnym wyznaezenergii pobranej zerddta
przez odbiornik w danym przedziale cz#@gu= nT mazna sprowadzi do okrélenia energii
jednookresowej\r, a nastpnie pomnaenia przea. Dla badanego zagadnieMé wynosi

a(T) w(T)

Wy :jfv(t)i(t)dt:jv(t)%(j i(r)dr)dt: J-v(t)dq(t) = J' i(Ody() (34)

q(0) (0)

gdzie:q(t) :J.i(t)dt oznacza fadunek, (t) :jv(t)dt - strumieh magnetycznyroédia.

Z postaci wyraenia (34) wynika,ze pole powierzchni ograniczonegtfa na fazowej
ptaszczynie energii o wspohanych ((t), q(t)) lub réwnowanie (w(t), i(t)) okresla
energé jednookresow Wr pobram przez odbiornik zerrddta, gdy wspétdziataj one w
stanie okresowym niesinusoidalnym.

Rozpatrujc kontakt koto-szyna w ptaszcayie pionowej mana zauway¢, ze na szya
ze strony kota dziata pionowa sita nacisku gnajcharakter sygnatu okresowego

F(t) =f(t+T), (35)

gdzie: okresT odpowiada przedziatowi czasu do przyjechania kol@astpnym wagonie,
T = Axlv, v — pedkos¢ wzdhuz toru.

W ptaszczynie pionowej prostopadiej do szyny uktad dynamickoptaktu tocznego
mozna opisé nastpujacym uktadem rowna
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d*y, , p A~ ¥,) -
m—2L+ +k(y,-y,) =0 36
prreails B k(¥ ¥e) (36)

d? d(y, -
Mg 0 k90 = FO
gdzie: zmienng,=yi(t) , y> = yo(t), m, by, k; zwiazane g z podktadem, M, by, k, z szyn.
Korzystaapc z koncepcji badania proceséw energetycznych mawiej ptaszczinie
energii stosowanej do analizy obwodow elektrycznyemergé jednookresow dla
badanego przypadku riama w oparciu o wzor (34) przesta&wiastpujaca zaleznoscia

y(T)

;
dy,
Wr = | Fwdt= | Fdy, , w=—%, (37)
JFue= [ a

Z postaci wyraenia (37) wynikaze pole powierzchni ograniczonegtfy na fazowej
ptaszczynie energii o wspotrginych E(t), yo(t)) okresla energs Wy przekazas w jednym
okresie. Korzystac analogii z opisem obwodu elektrycznego, sitét) odpowiada
wymuszeniu, czyli naptiu zrédlowemu v(t), a zmienna przemieszczenigt) -
chwilowemu tadunkowg(t) ptynacemu w obwodzie.

6. WNIOSKI

W pracy przedstawiono efektywne metody modelowapiaydatne w badaniach
zagadnié w ukladzie pojazd szynowy — tor. Sposoby oblicaem opracowanych metod
zostaly tak skonstruowane, aby zaadaptomarz:dzia obliczeniowe stosowane w analizie
obwodow elektrycznych. Metoda identyfikacjrodet pola przy #yciu wielomiandw
monicznych mge znalé¢ zastosowanie w identyfikacjizrodet ciepla w szynie
spowodowanych kontaktem tocznym koto-szyna. Metideatyfikacji zZrodet przy uyciu
funkcjonalu mocy mge znalé¢ zastosowanie w przypadku posiadania danych
pomiarowych tylko z brzegu badanego obszaru. 2yapmdkreli¢, ze wycie funkcjonatu
mocy jako narzdzia obliczeniowego, jak tekoncepcja energii jednookresowej stanowi
przykltad stosowania bardziej ogélnych metod komstranych przy wykorzystaniu
dorobku naulkscistych tzn. odwotujcych sé do podstawowych zasad obawijacych w
fizyce, jak zasada zachowania energii, czy zasahgadynamiki.
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