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WYBRANE ZADANIA Z DYNAMIKI UKŁADU DWÓCH SZTYWNYCH K UL 
 

W referacie przedstawiono rozwiązania wybranych trudniejszych zadań dotyczących 
dynamiki dwóch sztywnych kul. Te nietypowe zadania są sformułowane, bez podania 
rozwiązań, w starych, niedostępnych pozycjach literatury [1-4] i były przedmiotem 
egzaminów na uniwersytetach angielskich w końcu XIX wieku. 
 
 

SELECTED PROBLEMS OF DYNAMICS OF TWO RIGID SPHERES 
 

In the paper solutions of selected problems of dynamics of two rigid spheres  
are presented. Formulation of these examination problems, date the end of the nineteenth 
century, one can find in the old books [1-4]. 

 
 

1. WSTĘP 
 
Zadania z dynamiki analitycznej w odniesieniu do dynamiki układu dwóch sztywnych 

kul sprawiają wiele kłopotów przy ich rozwiązaniu. Zadania takie, bez rozwiązań, zawarte 
są w bardzo starych, trudnodostępnych pozycjach literatury [1-4]. Były one przedmiotem 
aktów egzaminacyjnych z końca XIX wieku na uniwersytetach angielskich. Z uwagi na 
ograniczoną objętość referatu w opracowaniu podamy pełne rozwiązanie dwóch zadań. 
Inne, podobne zadania moŜna rozwiązać wykorzystując idee zawarte w tych przykładach. 

 
2. DWIE GŁADKIE KULE PRZY GŁADKIEJ PIONOWEJ ŚCIANIE 

I GŁADKIEJ POZIOMEJ PODŁODZE 
 
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 rozwaŜamy dwie gładkie, jednakowe kule, kaŜda 

o masie M i promieniu R . Kule spoczywają jedna na drugiej. Zakładamy, Ŝe między 
kulami oraz pomiędzy kulami a pionową ścianą i poziomą podłogą nie ma sił tarcia. 
Pomijalnie mały, poziomy impuls siły, przyłoŜony do dolnej kuli wyprowadza obie kule 
z niestatecznego połoŜenia równowagi, powodując ich ruch pod wpływem sił grawitacji. 
Celem rozwiązania jest wyznaczenie chwilowej prędkości dolnej kuli w momencie jej 
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oderwania się od górnej kuli. Kule są w ruchu postępowym a odcinek 1O O 2R= , łączący 

ich środki, jest w ruchu płaskim. 
 

 
 

Rys. 1. Schemat dynamiczny rozwiązywanego zadania 
 

Przyjmując oznaczenia jak na rysunku 2, w pierwszej kolejności rozwiązujemy zadanie 
pomocnicze, jakim jest ruch jednej kuli po drugiej, nieruchomej. Warunek oderwania kuli 
ruchomej w ruchu postępowym, od nieruchomej, przy wykorzystaniu równania bilansu 
energii przy prędkości środka ruchomej kuli v% , zapisujemy w następujący sposób: 
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W przypadku dwóch gładkich jednakowych krąŜków lub dwóch gładkich jednakowych 

obręczy kąt graniczny ϕ , jak łatwo zauwaŜyć, będzie taki sam. Przechodząc teraz do 

zasadniczego rozwiązania zadania zauwaŜymy, ze prędkość v% zgodnie z rysunkiem 2, nie 
moŜe być prędkością poszukiwaną, poniewaŜ została ona wyznaczona w ruchu względnym 
kuli. W rzeczywistości kula górna nie jest nieruchoma, bowiem przemieszcza się w dół 
z prędkością pionowa 1v , zaś dolna z pozioma niewiadomą prędkością v . Odcinek 

1O O 2R=  łączący środki kul jest w ruchu płaskim z chwilowym środkiem obrotu S. 

Prędkości v  i 1v  są ze sobą związane zaleŜnością wynikającą z własności chwilowego 

środka obrotu, bądź zrzutowane na stały odcinek 1O O , muszą być równe. Mamy zatem: 
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Rys. 2. Bilans energii i warunek oderwania się dolnej kuli od górnej przy załoŜeniu 
nieruchomej górnej kuli 

 
Ostateczną prędkość poziomą dolnej kuli v  w chwili oddzielenia się jej od kuli górnej 

wyznaczymy równania wynikającego z prawa zachowania energii w rozwaŜanym układzie 
w następujący sposób: 
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Rys. 3. Układ prędkości działających na kule w momencie oddzielenia 
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Prędkość górnej kuli 1v  w momencie oderwania się kuli dolnej obliczamy korzystając 

ze wzoru (2), skąd otrzymujemy 
 

 1

2 5 4
, .

3 3 3

Rg Rg
v vtg v= = =%ϕ  (4) 

 
3. DWIE GŁADKIE KULE PRZY GŁADKIEJ POZIOMEJ PODŁODZE 

 
Następnie rozwaŜymy idealnie gładką kulę o masie m i promieniu R , spoczywającą na 

gładkiej, sztywnej, poziomej podłodze w warunkach ziemskich. Na jej szczycie połoŜono 
drugą kulę o masie m  i promieniu r , jak na rysunku 4. W pewnej chwili pomijalnie mały, 
poziomy impuls siły spowodował ruch mniejszej kuli m  po duŜej kuli M  (rysunek 4). 
Naszym celem będzie wyznaczenie kąta granicznego ϕ , przy którym mała kula oderwie 

się od powierzchni duŜej kuli. W wyniku ruchu małej kuli m , kula duŜa M  przemieszcza 
się w lewo ruchem postępowym z prędkością q& . Mniejsza kula jest w ruchu złoŜonym 

i doznaje dwóch prędkości q&  oraz ( )R r+ &ϕ , jak na rysunku 4. W rozwaŜanym układzie 

nie ma ruchu obrotowego. PołoŜenie środka masy układu C  wyznaczymy z równania: 
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Rys. 4. Układ prędkości działających na obie kule przy wychyleniu mniejszej z nich o kąt ϕ  

 
Jedyną siłą działającą w środku masy (cięŜkości) C  układu jest cięŜar własny 

( )M m g+ , zatem suma składowych poziomych pędów wynosi zero 
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Równanie (6)2 łączy prędkość środka duŜej kuli q& z prędkością środka małej kuli 

( )R r ϕ+ & , jak pokazano to na rysunku 4. Kwadrat pozornej prędkości kątowej 2ϕ&  

wyznaczymy z równania bilansu energii kinetycznej i potencjalnej rozwaŜanego układu. 
Mamy zatem: 
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Uwzględniając w ostatnim (6)2,  po redukcji, przekształceniach i uporządkowaniu, 

energia kinetyczna układu wynosi: 
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Energia potencjalna układu jest następująca: 
 

 ( ) ( )1 cos .pV E mg R r= = + − ϕ  (9) 

 
Porównując ze sobą obie energie (8) i (9), otrzymujemy po prostych uproszczeniach: 
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Warunek odrywania się małej kuli od duŜej prowadzi do równania sumy rzutów sił na 

kierunek siły odśrodkowej, w którym nacisk małej kuli na duŜą 0N = . Mamy zatem: 
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Aby więc mała kula moderwała się od duŜej kuli M , musi być spełnione równanie (11). 

Pierwiastki rzeczywiste tego równania mają sens przy 1
m

M m
≤

+
. I tak, jeśli 

0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.99k = , to kąty graniczne mają następujące wartości: 047.39gr =ϕ , 
046.00 , 042.94 , 037.82 , 018.85 . Jak łatwo zauwaŜyć kąty graniczne maleją przy wzroście 

masy małej kuli m . Dodatkowo zwróćmy uwagę, Ŝe w przypadku małego krąŜka m  
i małej obręczy m  idealnie gładkich rozwiązanie zadania jest takie samo. Numeryczne 
rozwiązanie równania (11) pokazano na rysunku 5. 
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Rys. 5. Graficzne rozwiązanie równania (11) 
 

4. WNIOSKI 
 
W referacie podano szczegółowe rozwiązanie zagadnienia dwóch doskonale gładkich 

kul spoczywających jedna na drugiej w przypadku zaburzenia małym impulsem sił ich 
niestatecznego połoŜenia równowagi. Wyznaczono kąty oderwania się jednej kuli od 
drugiej oraz prędkości występujące w momencie oderwania. Inne zadania z tego zakresu 
moŜna znaleźć w pozycjach literatury [5-9]. 
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