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OPTYMALIZACJA KRATOWNIC PRZY U ZYCIU METODY DYSTORSJI
WIRTUALNYCH | POPULARNYCH ALGORYTMOW PRZEZNACZONYCH
DO POSZUKIWANIA EKSTREMOW FUNKCJI CELU

W artykule przedstawione =zostaly algorytmy optymaaji funkcji wielu
zmiennych oraz metoda dystorsji wirtualnych jakdati@ szybkiej reanalizy (Fast
Reanalysis Method) w odniesieniu do konstrukcjtdwamicowych. Zaprezentowane
zostaty wyniki optymalizacji prostej kratownicy @prowadzone w programie
komputerowym przeznaczonym do trojwymiarowej analiz optymalizacji
kratownic. Artykut zawiera poréwnanie efektywcioalgorytméw: Levenberga-
Marquardta, Gaussa-Newtona oraz metody ngfgzego spadku. Zostaly one
zaimplementowane w programie GNU/Octave dla uzgsath wyboru algorytmu
Levenberga-Marquardta  wykorzystanego do  poszukmvanikonstrukcji
najsztywniejszej przy ograniczonej sito materialu oraz ograniczeniach na
maksymaln absolut wartas¢ naprezesi.

OPTIMIZATION OF TRUSS STRUCTURES USING THE VIRTUAL
DISTORTION METHOD AND POPULAR ALGORITHMS FOR SEARCH
OF EXTREMA OF THE OBJECTIVE FUNCTION

This article presents optimization algorithms foultiple variables objective
functions and the Virtual Distortion Method used 3B truss structures. Simple
three-element truss structure was optimized by cdempprogram implemented
for searching stiffest framework with volume angst constraints. In this article
efficiency of popular optimization algorithms was ompared
on the example of: Levenberg-Marquardt, Gauss-Newdod steepest descent
method. Presented solutions was implemented in Ghiiidve to show the reason
of using Levenberg-Marquardt algorithm for truss tiopzation with Virtual
Distortion Method.

1. WSTEP
Optymalizacja konstrukcji jest jednz gtéwnych dziedzin mechaniki wymaged
zastosowa techniki komputerowej. Opracowanie algorytmow idlawiazywania tego typu

! politechnika Radomska im. Kazimierza Putaskiegoaddtniu, Wydziat Mechaniczny, ul. Krasickiego 54 26-
600 Radom, e-mail: roman.krol@hotmail.com



1660 Roman KROL

zada oprocz uycia klasycznych metod wymaga #ek zastosowania wspomagzych
technik obliczeniowych.

W komputerowej optymalizacji konstrukcji zyciem metody elementéw skezonych,
istotnym problemem jest szybdtodziatania algorytmu. Potrzeba wielokrotnego uzyska
wyniku analizy statycznej przy modyfikacji ktéréga parametrow geometrycznych
elementu wymaga estego odwracania macierzy. Dla zéy liczby elementow
skonczonych operacja ta stanowi staby punkt algorytridd. celu rozwijzania tego
problemu stosuje simetody szybkiej reanalizy (Fast Reanalysis MethoBgieki tym
metodom, kosztem pewnej $kb pamici mazna zdefiniowd macierz pozwalaga na
szybkie uzyskanie wyniku analizy bez potrzeby pomego konstruowania macierzy
Sztywndci.

Metody optymalizacji przedstawione w niniejszymyéirtle wyte zostaty w programie
komputerowym stimcym do optymalizacji kratownic. Poszukuje on kouktji o
najmniejszych przemieszczeniaclkezbdw przy ograniczeniach na maksymalobjetosé
oraz maksymalnabsoluta wartas¢ napezen w kazdym z elementow.

2. METODA DYSTORSJI WIRTUALNYCH

W celu przyspieszenia optymalizacji w zadaniu pstadionym w niniejszym artykule,
uzyta zostata metoda dystorsji wirtualnych [x]. Wyraagna zbudowania przed procesem
optymalizacji tzw. macierzy wptywu. Termin dystasgjotyczy tu odksztatcenia elementu
kratownicy. Aby otrzymé& macierz wpltywu naley do kadego elementu wprowadzi
dystorsje jednostkowe powodop 100% odksztatcenia elementéw.zla kolumna tej
macierzy zawiera wektor odpowiedzi konstrukcji nestdrsg jednostkow wprowadzon
w okreslonym elemencie. Aby zastosoévapisane zadanie optymalizacji nalewyrazic
macierz wptywu w przemieszczeniach i odksztatcemiac

Duze przemieszczenia ggtOw kratownicy znajdujce st w macierzy wplywu s
podczas wyznaczania odpowiedzi konstrukcji skalewaprzez wektor dystorsji
&0 wyznaczany z rownanidij—1—piDijej0=(1—pi)&iL @.

i[85 — (1 - w)Dylef = (1 - wet D)
W powyzszym réwnaniuD;; oznacza element macierzy wptywy,to wektor argumentow
funkcji celu opisanej réwnaniami (2) lub (3) (w typnzypadku wektor wspotczynnikdw
modyfikacji przekroju poprzecznego wymmych jako u; =A7, gdzie A’ oznacza pole
przekroju poprzecznego zmodyfikowanego elementuA awyjsciowe pole przekroju

poprzecznego elementu)s” jest wektorem odpowiedzi konstrukcji olaine;
wyjsciowymi sitami (przedstawionej na rysunku 2), wsgaym w odksztatceniach.

£i = S{" + Z] DI]S]O (2)

u; = uj + 3 Bye) Q)
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Rys.1. Spos6b wprowadzania jednostkowych dystergpstaci pary sit rozegajgcych
kolejno do elementéw 1, 2, 3 kratownicy o paraawtrz tabeli 1
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Rys.2. Kratownica obgtona wyjciowymi sitami

Tab.1. Parametry kratownicy z rysunku 2

Numer elementu
1 2 3
Dlugos¢ elementd[mm] 1000 1414 1000
Pole przekroju poprzecznegddmm?] 6400 6400 6400
Modut Younga E[MPa] 2-10° 2-10° 2-10°
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Tab.2. Przemieszczeniowa macierz wptywu dla kratgwnrysunku 2

Przemieszczeniowe Wektory odpowiedzi [mm], po przeprowadzeniu anabtycznej
stopnie swobody | dla konstrukcji z dystorsjjednostkow wprowadzon kolejno w
kazdym elemencie

Uy 0.0 0.0 0.0
Uy, 0.0 0.0 0.0
u, 0.0 0.0 0.0
Uy, 1000 -6.88e-14 0.0
U, 1000 -2000 1000
Uy, 0.0 0.0 0.0
Usy 0.0 0.0 0.0
us, 0.0 0.0 1000
Us, 0.0 0.0 0.0

Tab.3. Odksztalceniowa macierz wptywu dla kratowaicysunku 2

Odksztalcenia Wektory odpowiedzi [mm], po przeprdeeniu analizy statycznej
dla konstrukcji z dystorsjjednostkow wprowadzon kolejno w
kazdym elemencie

& 1.236 1.236 0.414
& 0.414 1.236 0
&3 0 0 1

Bardziej szczeg6towy opis metody dystorsji wirtpalh mana znalé¢ w [1-5]. Na
podstawie zdefiniowanych powsj rowna (2) i (3) dla zadanego wektora argumentdw
mozna otrzyma sune kwadratow przemieszcaeveztdw optymalizowanej konstrukciji.

3. ALGORYTMY OPTYMALIZACJI.

Korzystajc z opisanej mdiwosci szybkiej reanalizy mmma zastosowa klasyczne
algorytmy optymalizacji funkcji wielu zmiennych. Yfogramie komputerowym, w ktérym
zastosowano opisane metody zaimplementowany zalgtatytm Levenberga-Marquardta
[X] [x]. Dodatkowo wprowadzone zostaly ograniczemia maksymaklp objctos¢ oraz
maksymalln absolutm wartas¢ napezen w kazdym elemencie konstrukcji za pomoc
metody funkcji kary. Ograniczenia na nieujemne wespfniki modyfikacji przekroju
poprzecznego wprowadzono korzystay metody projekcji gradientu [x].

Oprécz algorytmu Levenberga-Marquardtasta stosowaneastakze inne klasyczne
algorytmy jak np. metoda najgkiszego spadku, algorytm Gaussa-Newtona czy algorytm
L-BFGS. Zastosowany algorytm e by skutecznie stosowany dla funkcji o liczbie
argumentow nie przewgzapcej 1000 zmiennych.

Zalet, metody najwgkszego spadku (4) jest gwarantowana ziet. Jej wycie jest
jednak w wielu przypadkach wolniejsze od innych egistawionych w tym artykule
algorytmow.

Xip1 = X; — AVO(x;) é)
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Zaley algorytmu Gaussa-Newtona (5) jest ze,nie wymaga on dostarczenia drugich
pochodnych do obliczenia najmniejszej sumy kwadvatdego waa w poréwnaniu do
metody najwikszego spadku jest jednak brak gwarancji ziméci.

J"N&ip1 — x) = =Vf 6)

Algorytm Levenberga-Marquardtacky w sobie zalety metody napkiszego spadku i
algorytmu Gaussa-Newtona. W nieliniowych obszaraghtlymalizowanej funkcji celu
znacacy jest wplyw metody najwkszego spadku. W przeciwnym przypadku rezultaty s
zblizone do wynikéw algorytmu Gaussa-Newtona. W algoigtirevenberga-Marquardta
wektor kierunku wyznaczany jest z réwnania (6),igdd oznacza przyblony hesjan, f
optymalizowan funkcje a wspotczynnik. zmienia st w kolejnych iteracjach decydig o
rozmiarze wektora; ., — x;.

xip1 = x; — {H(x;) + Adiag[H]} 'V f(x) 4)

Te popularne algorytmy optymalizacjigsto bywaj uzywane wraz z dodatkowymi
metodami, takimi jak liniowe przeszukiwanie oraztowa projekcji gradientu. Opisane w
tym punkcie algorytmy zaimplementowane zostatygéak postaci skryptow dla programu
GNU/Octave w celu przeprowadzenia poréwnania efektgci. W dalszej cgsci artykutu
przedstawione zostanie poréwnanie wynikow zastoa@veetody najwikszego spadku,
algorytmu Gaussa-Newtona i algorytmu LevenbergaeMardta na przyktadzie funkcji
Rosenbrocka (7).

floy) =1 -x)*+100- (y — x*)? (7
Wyniki przedstawione zostaty na rysunkach 3-7tabeli 4.

Tab. 4. Porownawcze wyniki efektyweianetody najwikszego spadku oraz algorytmow:
Gaussa-Newtona i Levenberga-Marquardta

Punkt startowy metoda najgliszego | algorytm Gaussa- algorytm Levenbergar
spadku Newtona Marquardta
liczba iteracji
(-1,1) 32037 17438 2995
(-1,-1) 31337 81549 18050
(1,-1) 31284 118950 25851
(-1,2.5) 32806 61224 17592
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Steepest descent method, number of iterations: 32037

Rys. 3. Wykres warstwicowy funkcji Rosenbrocka (@)erwona linia 4czy punkty
kolejnych iteracji metody najeliszego spadku. Punkt startowy (-1,1)

Steepest descent method, number of iterations: 31337

Rys. 4. Wykres warstwicowy funkcji Rosenbrocka (@)erwona linia 4czy punkty
kolejnych iteracji metody najeliszego spadku. Punkt startowy (-1,-1)
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Steepest descent method, number of iterations: 32806

-3 2 -1 0 1 2 3

-3

Rys. 5. Wykres warstwicowy funkciji Roysenbrocka (@)erwona linia 4czy punkty
kolejnych iteracji metody najeliszego spadku. Punkt startowy (-1,2.5)

Gauss-Newton algorithm, number of iterations: 17438

3 2 -1 0 1 2 3

-3

Rys. 6. Wykres warstwicowy funkciji Rovsenbrocka (@)erwona linia 4czy punkty
kolejnych iteracji algorytmu Gaussa-Newtona. Pustiattowy (-1,1)



1666 Roman KROL

Levenberg-Marquardt algorithm, number of iterations: 2995

3 2 -1 0 1 2 3

Rys. 7. Wykres warstwicowy funkciji Roysenbrocka (@erwona linia 4czy punkty
kolejnych iteracji algorytmu Levenberga-MarquardBunkt startowy (-1,1)

Z rysunkéw 3-7 oraz na podstawie wynikow przedsgiaych w tabeli 4 mana
wywnioskowa&, ze metoda najwkszego spadku jest wolniejsza od pozostatych
algorytmow, ale gwarantuje zhios¢. Algorytm Gaussa-Newtona dla punktu startowego
(-1,1) okazat s szybszy od metody najgliszego spadku, ale jego efektywaodla
punktéw startowych znajdagych s¢ w nieliniowych obszarach funkcji celu zajeod
odpowiedniego wyboru wspéiczynnika skalggo dlugéc kroku. Wspoiczynnik ten
powinien by odpowiednio maly. Algorytm Levenberga-Marquardt&azat st w
przedstawionym przypadku najefektywniejszy. W pya&ttestowania tego algorytmu dla
kratownic zdarzaly siprzypadki znajdowania lokalnych miniméw przez wpiynetody
najwickszego spadku w okslenych warunkach. Algorytm ten nie gwarantuje z@k
zbieznosci dla wektora wsfpnego oszacowania wyniku odlegiego od poszukiwanego
globalnego minimum.

W tabeli 5 przedstawiono wyniki optymalizacji ksamicy z rysunku 2, o parametrach
zawartych w tabeli 1.

Tab. 5. Wyniki optymalizacji kratownicy o parametrgprzedstawionych w tab. 1.
Numer elementu|  wspotczynniki modyfikacji pola pregla
poprzecznegq; kolejnych elementow
1 0.69

2 1.6

3 1.85
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4. PODSUMOWANIE

Z testowania efektywrioi trzech algorytmow optymalizaciji: Levenberga-Maaedta,
metody najwgkszego spadku i Gaussa-Newtona wynil@pierwszy z wymienionych jest
najszybszy. Liczba iteracji w algorytmie LevenbeMarquardta jest kilkakrotnie
mniejsza w porownaniu z algorytmami metody nelpszego spadku i Gaussa-Newtona.
Metoda najwikszego spadku gwarantuje zhies¢ lecz jest zbyt wolna do oblicae
konstrukgciji.

Algorytm Levenberga-Marquardtackzy w sobie cechy metody napkszego spadku i
algorytmu Gaussa-Newtona. Jego waekst znajdowanie miniméw lokalnych w sytuacji,
kiedy zaznacza siwptyw metody najwikszego spadku. Istotny dla tego algorytmu jest
takze odpowiedni wybor wektora vegtnego oszacowania wyniku.sllgest on odlegty od
optymalnego rozwzania, to mae negatywnie wptyat na zbienos¢.

Optymalne rozwizanie w tabeli 5 wskazuje na t@ przy obcizeniu kratownicy jak na
rysunku 2 najistotniejsze dla sztywsed konstrukcji @ prety: pionowy oraz
przeciwprostoktny. Dla przedstawionego rozygiania wykorzystana zostala catkowita
dostpna obgtos¢ materiatu V=30700000 min(doktadndéé¢ ustalana byla za pomec
wspotczynnikéw funkcji kary).

5. BIBLIOGRAFIA

[1] Holnicki-Szulc, J. & Gierliski, J.Structural Analysis, Design and Control by the
Virtual Distortion Method, John Wiley & Sons Lthichester, 1995.

[2] Holnicki-Szulc, J. (ed.pmart Technologies for Safety Engineerihghn Wiley & Sons
Ltd, Chichester, 2008.

[3] Kotakowski, P.; Wikto, M. & Holnicki-Szulc, JThe virtual distortion method — a
versatile reanalysis tool for structures and systeBtructural and Multidisciplinary
Optimization 2008, 36(3), 217-234.

[4] Akgun, M. A.; Garcelon, J. H. & Haftka, R. Fast exact linear and non-linear
structural reanalysis and the Sherman-Morrison-Waay formulas, International
Journal for Numerical Methods in Engineerjr2p01, 50(7), 1587-1606.

[5] Zielinski, T. G.Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych z zastasuem do
modelowania i identyfikacji defektéw w konstrukbjdostytut Podstawowych
Probleméw Techniki PAN, Warszawa, 2003.

[6] Kotakowski P.Analiza wr&liwosci i optymalne projektowanie konstrukcji kratowych
metoda dystorsji wirtualnyghnstytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN,
Warszawa, 1998.

[7] Manolis I. A. Lourakis; Antonis A. Argyro$he Design and Implementation of a
Generic Sparse Bundle Adjustment Software Packagedon the Levenberg-
Marquardt Algorithm www.ics.forth.gr/lourakis/sba, FORTH-ICS/TR-34D04.

[8] Manolis I. A. Lourakid_evenberg-Marquardt nonlinear least squares aldoris in
C/C++, http://lwww.ics.forth.gr/~lourakis/levmar/, 2004:20.



