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DYNAMIKA SZTYWNYCH KUL W RUCHU ZŁO śONYM 
 

W referacie przedstawiono rozwiązania wybranych trudniejszych zadań dotyczących 
dynamiki dwóch sztywnych kul w ruchu złoŜonym. Te nietypowe zadania są sformułowane, 
bez podania rozwiązań, w starych, trudnodostępnych pozycjach literatury [1-4] i były 
przedmiotem egzaminów na uniwersytetach angielskich w końcu XIX wieku. 
 
 

DYNAMICS OF RIGID SPHERES IN COMPOUND MOTION 
 

In the paper solutions of selected problems of dynamics of rigid spheres in compound 
motion are presented. Formulation of these examination problems, date the end  
of the nineteenth century, one can find in the old books [1-4]. 

 
 

1. WSTĘP 
 
Zadania z dynamiki analitycznej dotyczące układu sztywnych kul w ruchu złoŜonym 

sprawiają wiele kłopotów przy ich rozwiązaniu. Prezentowane zadania są zawarte w bardzo 
starych, trudnodostępnych pozycjach literatury [1-4] i pochodzą z tematów 
egzaminacyjnych z końca XIX wieku na uniwersytetach angielskich. Z uwagi na 
ograniczoną objętość referatu w opracowaniu podamy pełne rozwiązanie dwóch zadań 
traktując, Ŝe inne moŜna rozwiązać wykorzystując idee zawarte w tych przykładach. 

 
2. PUNKT MATERIALNY I SZTYWNA KULA W EWNĄTRZ PUSTKI KULISTEJ 

ZAWARTEJ W SZKLANYM SZE ŚCIANIE 
 
Zgodnie z oznaczeniami przyjętymi na rysunku 1 rozwaŜamy szklany sześcian 

z wydrąŜoną centralnie kulistą pustką o danym promieniu R . Masa całkowita sześcianu 
wraz z pustką niechaj wynosi M . W najniŜszym połoŜeniu wydrąŜonej pustki kulistej 
znajduje się naprzód punkt materialny o masie m . Sześcian spoczywa na idealnie gładkiej, 
poziomej, bez tarciowej powierzchni pustki. Jaką poziomą prędkość początkową V naleŜy 
nadać sześcianowi, aby punkt materialny m  obiegł pustkę kulistą bez oderwania się od niej 
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w Ŝadnym punkcie w tym w najwyŜszym punkcie pustki. Zadanie tak sformułowane jest 
wstępem do rozwiązania zasadniczego zadania ze sztywną kulą wewnątrz pustki. 

Ruch punktu materialnego mbędzie określony kątem ϕ . Jak pokazują oznaczenia na 

rysunku 2 na punkt materialny m  działają następujące siły: siła cięŜkości m g , styczna siła 

bezwładności mRϕ&& , normalna odśrodkowa siła bezwładności 2mRϕ&  oraz siła 

bezwładności wywołana naciskiem N  na szklany sześcian o masie 
d
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ϕ
ϕ
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Zapisujemy następnie dwa równania ruchu punktu materialnego na kierunek stycznej 

i normalnej do powierzchni pustki kulistej. Mamy zatem: 
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Z kinematyki ruchu obrotowego znane są wzory: 
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Uwzględniając (3) z równania (2)1 wyznaczymy nieznany nacisk punktu 

materialnegoN na idealnie gładką powierzchnię pustki, aby następnie podstawić go do 
równania (2)2 celem jego wyeliminowania: 
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Równanie (4)2 przemnoŜyli śmy stronami przez 2. Następnie równanie to całkujemy 

stronami wykorzystując w pierwszym jego składniku wzór całkowania przez części. Mamy 
zatem: 

 



DYNAMIKA SZTYWNYCH KUL W RUCHU ZŁOśONYM 3627

 
( )

( )
( ) ( )

2
2 2 2

2 2

.

2 sin 2 2 sin cos 2 2 sin cos
2

2 cos ,

sin 2 cos .

u v u v u v

R M m m m

C g M m

R M m C g M m

′ ′= −

+ − + =

= + +

+ = + +

∫ ∫

∫ ∫
ω ϕ ω ϕ ϕ ω ϕ ϕ

ϕ

ω ϕ ϕ

 (5) 

 
Stałą całkowania C  w równaniu (5)3 wyznaczymy z warunku początkowego przy 

0ϕ =  mamy 
V

R
ω = . Otrzymujemy stąd: 
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C M g M m
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Zatem równanie (5)3 zapisujemy w następujący sposób: 
 

 ( ) ( ) ( )
2

2 22 sin 2 1 cos .
V

R M m M g M m
R

+ = − + −ω ϕ ϕ  (7) 

 
Równanie (7) jest zasadniczym przy rozwiązaniu tego zadania. Zapewnienie 

nieoderwania się punktu materialnego mod gładkiej pustki kulistej w jej najwyŜszym 
punkcie przy ϕ π= prowadzi do równania (2)2 w którym naleŜy przyjąć 0N = , a zatem: 

 
 2 2cos , .R g R g= − = → = −ω ϕ ϕ π ω  (8) 

 
Wstawiają do równania (7) kąt ϕ π= oraz związek (8) otrzymujemy: 
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Wzór (9) stanowi odpowiedź tego stosunkowo trudnego zadania. W szczególnym 

przypadku M m= , ze wzoru (9) wynika 9V g R= , co róŜni się od przypadku 

nieruchomego sześcianu gdzie będziemy mieli 5V g R= . Oczywiście w takim 

przypadku wektor prędkości V jest przyłoŜony poziomo do punktu materialnego m  w jego 
najniŜszym punkcie pustki przy nieruchomym sześcianie. 

 



            Wacław SZCZEŚNIAK, Magdalena ATAMAN 3628

W przypadku sztywnej kuli w ruchu złoŜonym, o masie m  i promieniu r  
spoczywającej w najniŜszym punkcie idealnie gładkiej pustki kulistej o promieniu R  tok 
rozwiązania jest identyczny jak w przypadku punktu materialnego. RównieŜ i tutaj 
będziemy chcieli wyznaczyć taką poziomą prędkość V , która nadana do szklanego 
sześcianu spoczywającego na gładkiej poziomej podłodze wystarczy aby kula zatoczyła 
pełny krąg po gładkiej pustce nie odrywając się od niej w Ŝadnym punkcie. Zgodnie 
z oznaczeniami na rysunku 3 układ sił działających w środku kuli 1O  prowadzi do dwóch 

równań równowagi sumy miar rzutów sił na osie τ i n : 
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Eliminując z układu (10) nacisk N , wykorzystując (3)-(5) otrzymujemy równanie 

analogiczne do (5)3. Mamy zatem: 
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Stałą całkowania C  w równaniu (11) wyznaczymy z warunku początkowego przy 

0ϕ =  mamy 
V

R r
ω =

−
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Wstawiając C do równania (11) otrzymujemy:  
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Wstawiają do równania (13)1 kąt ϕ π= oraz związek (13)2 otrzymujemy: 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
24 5 4 ,

5 4
5 4 .

V m
M g M m g M V R r g

R r M

M mm
V R r g R r g

M M

+ + = ⇔ = − +
−

+ = − + = − 
 

 (14) 

 
Wzór (14)3 stanowi odpowiedź w zadaniu z kulą. 
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Rys. 1. Schemat dynamiczny rozwiązywanego zadania w przypadku punktu materialnego 

w pustce kulistej 
 
 

 
 

Rys. 2. Układ sił działających na szklany sześcian 
 
 

 
 

Rys. 3. Układ sił działających na punkt materialny 
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Rys. 4. Schemat dynamiczny sztywnej kuli w pustce kulistej 
 
 
3. PUNKT MATERIALNY I SZTYWNA KULA WEWN ĄTRZ PUSTKI 

ELIPTYCZNEJ ZAWARTEJ W SZKLANYM PROSTPADŁO ŚCIANIE 
 

W przypadku prostopadłościanu lub sześcianu z pustką w formie walca eliptycznego 
postępowanie w rozwiązaniu jest prawie takie samo jak w przypadku pustki kulistej. 
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 4 rozwaŜamy szklany prostopadłościan lub sześcian 
z wydrąŜoną centralnie pustką eliptyczną  o danych półosiach elipsy a  i b  masa całkowita 
prostopadłościanu wraz z pustką niechaj wynosi M . W najniŜszym połoŜeniu wydrąŜonej 
pustki eliptycznej znajduje się naprzód punkt materialny o masie m . Prostopadłościan 
spoczywa na idealnie gładkiej, poziomej, bez tarciowej powierzchni pustki. Jaką  poziomą 
prędkość początkową V naleŜy nadać prostopadłościanowi, aby punkt materialny m  obiegł 
pustkę eliptyczną bez oderwania się od niej w Ŝadnym punkcie w tym w najwyŜszym 
punkcie pustki. Zadanie tak sformułowane jest wstępem do rozwiązania zasadniczego 
zadania ze sztywną kulą wewnątrz pustki. 

Ruch punktu materialnego mbędzie określony kątem ϕ . Jak pokazują oznaczenia na 

rysunku 2 na punkt materialny m  działają następujące siły: siła cięŜkości m g , styczna siła 

bezwładności mρ ϕ&& , normalna odśrodkowa siła bezwładności 2mρ ϕ&  oraz siła 

bezwładności wywołana naciskiem N  na szklany sześcian o masie 
d
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Zapisujemy następnie dwa równania ruchu punktu materialnego na kierunek stycznej 

i normalnej do powierzchni pustki kulistej. Mamy zatem: 
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Z kinematyki ruchu obrotowego znane są wzory: 
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Następnie postępując podobnie jak rozdziale drugim jedyną zmianą jest tutaj zmienny 

promień pustki eliptycznej ρ  . W najwyŜszym punkcie elipsy promień krzywizny wynosi 
2a

b
ρ =  i jest promieniem ściśle stycznym. Zatem odpowiedzi (9) w przypadku punktu 

materialnego są następujące:  
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W przypadku sztywnej kuli o promieniu r  odpowiedź (18) jest analogiczna do (14): 
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Prędkość górnej kuli 1v  w momencie oderwania się kuli dolnej obliczymy ze 

wzoru (2). 
 

 
 
Rys. 5. Schemat dynamiczny w przypadku punktu materialnego w pustce elipsoidalnej 

 



            Wacław SZCZEŚNIAK, Magdalena ATAMAN 3632

 
 

Rys. 6. Schemat dynamiczny w przypadku kuli w pustce elipsoidalnej 
 
4. WNIOSKI 
 

W referacie podano szczegółowe rozwiązania dotyczące punktu materialnego, sztywnej 
kuli w gładkiej pustce kulistej lub eliptycznej wydrąŜonej w szklanym, ruchomym 
sześcianie lub prostopadłościanie. Istota rozwiązania pełnego obiegu bez oderwania się 
punktu materialnego lub kuli w ruchu złoŜonym wywołanym nadaną prędkością V , 
przyłoŜoną poziomo do sześcianu lub prostopadłościanu spoczywającego na idealnie 
gładkim, sztywnym, poziomym podłoŜu polega na analizie równań ruchu w przypadku 
kiedy oddziaływanie między ciałami jest równe zeru. 
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