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DYNAMIKA SZTYWNYCH KUL W RUCHU ZtO ZONYM

W referacie przedstawiono rozwania wybranych trudniejszych zadaotyczcych
dynamiki dwdch sztywnych kul w ruchuzetoym. Tenietypowe zadaniagssformutowane,
bez podania rozwkai, w starych, trudnodogbnych pozycjach literatury [1-4] i byly
przedmiotem egzaminéw na uniwersytetach angielskikbicu XIX wieku.

DYNAMICS OF RIGID SPHERES IN COMPOUND MOTION

In the paper solutions of selected problems of dying of rigid spheres in compound
motion are presented. Formulation of these exaronatproblems, date the end
of the nineteenth century, one can find in thebaldks [1-4].

1. WSTEP

Zadania z dynamiki analitycznej dotyce uktadu sztywnych kul w ruchu zianym
sprawiaj wiele klopotdéw przy ich rozwraniu. Prezentowane zadaniazawarte w bardzo
starych, trudnodogpnych pozycjach literatury [1-4] i pochagdz z tematéw
egzaminacyjnych z kaa XIX wieku na uniwersytetach angielskich. Z uwaga
ograniczon objetos¢ referatu w opracowaniu podamy peine ramanie dwoich zada
traktujac, ze inne mana rozwizat wykorzystuiac idee zawarte w tych przyktadach.

2. PUNKT MATERIALNY | SZTYWNA KULAW EWNATRZ PUSTKI KULISTEJ
ZAWARTEJ W SZKLANYM SZE SCIANIE

Zgodnie z oznaczeniami przgymi na rysunku 1 rozwamy szklany szeian
z wydrzong centralnie kulisf pustky o danym promieniuR . Masa catkowita sZeianu
wraz z pustk niechaj wynosiM . W najnizszym potaeniu wydgzonej pustki kulistej
znajduje si naprzéd punkt materialny o masie. Szécian spoczywa na idealnie gtadkiej,
poziomej, bez tarciowej powierzchni pustki. dggoziomy predkos¢ pocaitkowa V nalery
nad& szecianowi, aby punkt materialngn obiegt pustk kulista bez oderwania siod niej
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w zadnym punkcie w tym w najwgzym punkcie pustki. Zadanie tak sformutowane jest
wstepem do rozwjzania zasadniczego zadania ze sztyluda wewratrz pustki.
Ruch punktu materialnegmbedzie okrélony katem ¢ . Jak pokazuj oznaczenia na

rysunku 2 na punkt materialny dziatap nastpujace sity: sita cgzkosci m g, styczna sita
bezwtadnéci mR@, normalna o#fodkowa sita bezwladdoi mR@® oraz sita

d¢

bezwtadnéci wywotana naciskienN na szklany sZeian o masie—~ M réwna

B, = mg,, Nsing= Mg, o %=N3Tin¢, @FVm Nsing 1)

Zapisujemy nasgpnie dwa réwnania ruchu punktu materialnego naukiek stycznej
i normalnej do powierzchni pustki kulistej. Mamytea:

dYF=0 - mRp + mgsin¢+ﬁm Nsing cog = 0.

&)
d>F =0 - mRp® - N—% Nsin’g + mgcogp = 0
Z kinematyki ruchu obrotowego znangvszory:
w:¢, g:¢:%:%%: %:wﬁ) (3)

dt  dg dt ~ dp -

Uwzgledniapc (3) z réwnania (2) wyznaczymy nieznany nacisk punktu
materialnegdN na idealnie gtadk powierzchn¢ pustki, aby nagpnie podstawi go do
réwnania (2) celem jego wyeliminowania:

M (Rwdw+ gsin¢j
N=- d¢
sing cosp
2Ra)3—;)(M+ msin2¢)+ 2mRY’ sinp cog=- fm N gsip

(4)

Rownanie (4) przemnaylismy stronami przez 2. Nagie réwnanie to catkujemy

stronami wykorzystac w pierwszym jego sktadniku wzor catkowania przegci. Mamy
zatem:



DYNAMIKA SZTYWNYCH KUL W RUCHU ZLOZONYM 3627

juv=uv—ju \

2R%(M+m5in2¢)—2nj'2a)2 sing cog + an @’ s cgs=
=C+2g(M+m)cosp,
Ra’ (M +msin’¢) = C+ 2 M+ n) cosp .

(®)

Stah catkowania C w réwnaniu (5) wyznaczymy z warunku pogtkowego przy

¢ =0 mamy w= !R Otrzymujemy sid:

2

C:MVF—Zg(M+m). (6)

Zatem rownanie (3)zapisujemy w nagpujacy sposob:

2

2R (M + msin’ g) = MVE—Zg( M+ n) (1 cop) @)

Rownanie (7) jest zasadniczym przy rogzeiniu tego zadania. Zapewnienie
nieoderwania si punktu materialnegomod gladkiej pustki kulistej w jej najwgzym
punkcie przy¢ = T prowadzi do réwnania (2w ktorym naley przyja¢ N =0, a zatem:

w’=-gcosp, @=m - Rw’=-g. (8)

Wstawiap do réwnania (7) & ¢ = rroraz zwizek (8) otrzymujemy:

V2
Mg+4(M+m)g= M— - g/5+4—
/Rg 5+4 ,/ 5M+4m

Wzér (9) stanowi odpowiegd tego stosunkowo trudnego zadania. W szczeg6inym
przypadku M =m, ze wzoru (9) wynikaV =,/9gR, co r&ni sie od przypadku

9)

nieruchomego s#eianu gdzie bdziemy mieli V =,/5gR. Oczywicie w takim

przypadku wektor pdkaosci V jest przyt@zony poziomo do punktu materialnego w jego
najnizszym punkcie pustki przy nieruchomym &zanie.
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W przypadku sztywnej kuli w ruchu zonym, o masie m i promieniu r
spoczywajcej w najniszym punkcie idealnie gtadkiej pustki kulistej ampieniu R tok
rozwigzania jest identyczny jak w przypadku punktu mateggo. Rowniz i tutaj
bedziemy chcieli wyznacay taka poziomy predkos¢ V , ktéra nadana do szklanego
szecianu spoczywafego na gtadkiej poziomej podiodze wystarczy abia kaatoczyta
peiny kag po gtadkiej pustce nie odrywgj si od niej wzadnym punkcie. Zgodnie
z oznaczeniami na rysunku 3 ukfad sit dzigggh wérodku kuli O, prowadzi do dwdch
réwnai rGwnowagi sumy miar rzutdw sit na osig n:

>F =0 - m(R- 1)@+ mgsinqg)+m Nsing cog= 0
M (10)
>F =0 - m(R-1)¢* - N—% Nsin?¢ + mgcosp = O

Eliminujac z uktadu (10) naciskN, wykorzystujc (3)-(5) otrzymujemy réwnanie
analogiczne do (3) Mamy zatem:

(R—r)aF(M+msin2¢):C+ 2g( M+ n) cosp (11)
Stah catkowania C w réwnaniu (11) wyznaczymy z warunku petkowego przy

¢ =0 mamy w= RL , skd otrzymujemy:
-r

V2
R-r

C=M -2g(M+m). (12)

Wstawiajc C do rownania (11) otrzymujemy:

2
(R—r)af(M+msin2¢):MV -2¢(M+n) + 2d M+ n) cogp
R_r (13)
= - = R— a}2 wz :—g .
p=m 9=(R-1) R-T
Wstawiap do réwnania (13)kat ¢ = rroraz zwazek (13) otrzymujemy:
2 \/2 m
M = = = —_
g+4(M+m)g |\/|R_r (R 5+4M,
(14)

V=\/(R— ) g[5+4%j=\/( R- 1) gw

Wzor (14} stanowi odpowietlw zadaniu z kul.
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Rys. 1. Schemat dynamiczny rezyivanego zadania w przypadku punktu materialnego
w pustce kulistej
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Rys. 2. Ukfad sit dziatagych na szklany ss#man

Rys. 3. Ukfad sit dziatafych na punkt materialny
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Rys. 4. Schemat dynamiczny sztywnej kuli w pustistel

3. PUNKT MATERIALNY | SZTYWNA KULA WEWN ATRZ PUSTKI
ELIPTYCZNEJ ZAWARTEJ W SZKLANYM PROSTPADLO SCIANIE

W przypadku prostopadioianu lub sz&ianu z pustik w formie walca eliptycznego
postpowanie w rozwjzaniu jest prawie takie samo jak w przypadku pusgikiistej.
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 4 rozavay szklany prostopadician lub szécian
z wydrazomg centralnie pustkeliptyczry o danych potosiach elipsy i b masa catkowita
prostopadtécianu wraz z pustkniechaj wynosiM . W najnizszym potaeniu wydgzonej
pustki eliptycznej znajduje ginaprzéd punkt materialny o masia. Prostopadkian
spoczywa na idealnie gtadkiej, poziomej, bez tavejopowierzchni pustki. Jak poziony
predkos¢ pocatkowa V nalezy nada@ prostopadiécianowi, aby punkt materialngn obiegt
pustle eliptyczry bez oderwania siod niej wzadnym punkcie w tym w najwgzym
punkcie pustki. Zadanie tak sformulowane jestepsin do rozwizania zasadniczego
zadania ze sztywarkula wewntrz pustki.

Ruch punktu materialnegmbedzie okrglony katem ¢ . Jak pokazuj oznaczenia na

rysunku 2 na punkt materialny dziatap nastpujace sity: sita cgzkosci m g, styczna sita
bezwtadnéci mp@, normalna osfodkowa sita bezwladdoi mpg@® oraz sita

d¢

bezwtadnéci wywotana naciskienN na szklany szeian o masie(ﬂ M réwna

B, = ma,, Nsing= Ma, o %=Ni/iln¢, %:Vm Nsing ~ (15)

Zapisujemy nasgpnie dwa réwnania ruchu punktu materialnego naukiek stycznej
i normalnej do powierzchni pustki kulistej. Mamytea:
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dYF =0 - mogd + mgsin¢+5 Nsing cog = 0

(16)
d>F =0 - mog? - N—Mm Nsin’g + mgcogp = O
Z kinematyki ruchu obrotowego znarngvszory:
. _dp _dop dp _ dp _ dw
w=49, E=P=—"-=—" —=@9—=—w—. 17
¢ ?= "4 5 ot ¢ o o a7

Nastpnie postpujac podobnie jak rozdziale drugim jedymmiar jest tutaj zmienny

promier pustki eliptycznejo . W najwyzszym punkcie elipsy promiekrzywizny wynosi
2

p=F i jest promieniemicisle stycznym. Zatem odpowiedzi (9) w przypadku punkt

materialnego snastpujace:

_ & (5ag ™) 2 [ o (5M*4m)
V—\/bg(5+4Mj—\/bg v . (18)

W przypadku sztywnej kuli o promieniu odpowied (18) jest analogiczna do (14):

ve & gfseam)= [Z_)g BV +4m) (19)
\/[b J( M] \/(b j M

Predkos¢ gérnej kuli v, w momencie oderwania ¢sikuli dolnej obliczymy ze
wzoru (2).

77 7
n=0

Rys. 5. Schemat dynamiczny w przypadku punktu ialatggo w pustce elipsoidalnej
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Rys. 6. Schemat dynamiczny w przypadku kuli w@edifgsoidalnej
4. WNIOSKI

W referacie podano szczegdétowe rogzminia dotycgce punktu materialnego, sztywnej
kuli w gtadkiej pustce kulistej lub eliptycznej wydonej w szklanym, ruchomym
szécianie lub prostopadégianie. Istota rozwizania pelnego obiegu bez oderwania si
punktu materialnego lub kuli w ruchu zmym wywotanym nadan predkoscia V ,
przytlozona poziomo do szeianu lub prostopadigianu spoczywagego na idealnie
gtadkim, sztywnym, poziomym podto polega na analizie rowfauchu w przypadku
kiedy oddziatywanie mdzy ciatami jest réwne zeru.
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