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PEWNE PRZYPADKI KLASYCZNEJ TEORII ZDERZENIA 
 

W pracy przeanalizowano zderzenie spręŜysto-plastyczne złoŜonego układu 
dwóch sztywnych belek, pomiędzy którymi znajduje się sztywny krąŜek. W taki układ 
uderza poziomo sztywna belka. W zadaniu mamy do czynienia, tuŜ po uderzeniu,  
z siedmioma niewiadomymi prędkościami i impulsami sił. Niewiadome wyznaczono 
układając układ siedmiu równań i rozwiązując go komputerowo przy pomocy 
pakietu Mathematica. Dokonano analizy szczególnych przypadków  
tego rozwiązania. W drugiej części komunikatu rozwiązano przypadek kiedy dolna 
belka układu jest obciąŜona zadanym impulsem siły. Podano równieŜ bogatą 
literaturę przedmiotu. 

 
CERTAIN CASES OF CLASSIC THEORY OF IMPACT 

 
In the paper elastic-plastic impact of compound system is analyzed.  

Into the system consisted of two beams and rigid roller between them impacts 
another rigid beam. There are seven unknown quantities (velocities and impulse 
forces) to find out. Solution of seven equations is obtained using Mathematica.  
In the second part of the paper case when the bottom beam of the system is forced  
by known impulse force is solved. Several items of literature are mentioned  
at the end of the paper. 

 
 
1. WSTĘP 
 

W pracy analizujemy sztywny układ materialny złoŜony z dwóch poziomych belek i 
krąŜka pomiędzy nimi. Belki znajdują się w idealnie gładkich poziomych prowadnicach. 
Dodatkowo zakładamy brak poślizgu pomiędzy belkami i krąŜkiem po uderzeniu poziomą 
sztywną belką w dolną belkę układu. Zderzenie jest spręŜysto-plastyczne a współczynnik 
restytucji jest dany. W zadaniu występuje siedem niewidomych prędkości i impulsów sił. 
W celu ich wyznaczenia ułoŜono siedem równań teorii zderzenia, które rozwiązano przy 
uŜyciu pakietu Mathematica. Przeanalizowano szczególne przypadki zderzenia 
plastycznego i idealnie spręŜystego. Wyznaczono straty energii kinetycznej, a przypadku 
zderzenia spręŜystego dokonano sprawdzenia poprawności rozwiązania. 

                                                           
1
 Politechnika Warszawska, Wydział InŜynierii Lądowej, 00-637 Warszawa, Al. Armii Ludowej 16, 

  tel.: +48 22 234 65 07, e-mail: w.szczesniak@.il.pw.edu.pl; 
  tel.: +48 22 234 64 70, e-mail: m.ataman@.il.pw.edu.pl; 



3306             Wacław SZCZEŚNIAK, Magdalena ATAMAN 

2. RÓWNANIA KLASYCZNEJ TEORII ZDERZENIA W ROZWA śANYM 
UKŁADZIE MATERIALNYM 

 
Schemat dynamiczny rozwaŜanego problemu pokazano na rysunku 1. Belka górna i 

dolna mają dane masy całkowite odpowiednio1m  i 2m . Sztywny krąŜek o masie M  

i promieniu r , umieszczony jest pomiędzy deskami. W dolną deskę 2m  uderza inna 

sztywna deska o masie m, poruszająca się ze stałą, zadaną prędkością 0v  po doskonale 

gładkiej, poziomej powierzchni dolnej prowadnicy. ZałoŜymy przy tym, Ŝe zderzenie jest 
spręŜysto-plastyczne a współczynnik restytucji Newtona jest dany i wynosi ς . 
 

 
 
Rys.1. Schemat dynamiczny rozwaŜanego układu materialnego 
 

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 2, na którym pokazano prędkości i impulsy sił w 
chwili tuŜ po uderzeniu mamy do czynienia z siedmioma następującymi niewiadomymi: 

1 2 1 2, , , , , ,v v v S S Sω′ ′ ′ ′ . Pięć klasycznych równań teorii uderzenia, równanie więzów oraz 

definicję współczynnika restytucji zapisujemy w następujący sposób: 
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Po komputerowym rozwiązaniu układu siedmiu równań (1) otrzymujemy następujące 

odpowiedzi: 
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Rys.2. Układ prędkości i impulsów w chwili tuŜ po uderzeniu belkimw rozwaŜany 

mechanizm 
 

W szczególnym przypadku zadania, przy 1 2M m m m= = = , odpowiedzi (2) ulegają 

uproszczeniu i są następujące: 
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W przypadku zderzenia idealnie spręŜystego 1ς = , odpowiedzi (3) ulegają dalszemu 

uproszczeniu zgodnie ze wzorami: 
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Poprawność rozwiązania w tym ostatnim przypadku łatwo sprawdzić wyliczając energię 

kinetyczną rozwaŜanego układu przed zderzeniem i po zderzeniu. Przy zderzeniu idealnie 
spręŜystym obie energie powinny być takie same, bowiem nie moŜe być straty z definicji 
przy takim zderzeniu. Mamy, zatem: 
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Podamy jeszcze odpowiedzi (3) w przypadku zderzenia czysto plastycznego, przy 

którym straty energii kinetycznej są największe, mamy wtedy: 
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W tym przypadku belka o masie M  przykleja się do dolnej belki mechanizmu i 

prędkości 2v v′ ′= , tak jak być powinno. 

 
3. OBCIĄśENIE UKŁADU ZADANYM IMPULSEM 0S  
 

W rozwiązywanym przykładzie moŜna przyjąć alternatywnie Ŝe, zamiast belki o masie 
m  układ obciąŜony jest zadanym impulsem 0S . W takim przypadku spada liczba 

niewiadomych do pięciu. Równania (1) ulegają redukcji i są następujące: 
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Rozwiązanie układu pięciu równań w tym przypadku prowadzi do odpowiedzi: 
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W szczególnym przypadku przy 1 2M m m= =  odpowiedzi (8) ulegają uproszczeniu: 
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4. WNIOSKI I UOGÓLNIENIA 
 

W komunikacie podano rozwiązanie analityczne klasycznej teorii zderzenia pewnego 
sztywnego układu materialnego. W układ złoŜony z dwóch poziomych belek i krąŜka 
między nimi uderza spręŜysto-plastycznie sztywna belka. W drugiej części opracowania do 
dolnej belki przyłoŜono zadany impuls siły. Podano odpowiedzi w obu przypadkach i 
rozwaŜono kilka przypadków szczególnych analizowanych zadań. 
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