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Materialy hiperspezyste,
drgania mechaniczne,
metoda elementéw skezonych

LACHOWSKI Jart

WSPOMAGANA KOMPUTEROWO ANALIZA DRGA N
OBCIAZONEJ LINY HIPERSPR EZYSTEJ

W pracy przedstawiono model numeryczny dregyj liny wykonanej z materiatu
hiperspezystego i obeizonej mag skupiom. Jako przykiad do analizy wybrano dobrze
znam gumow line bandi, gdzie mag skupiom jest cztowiek wykonggy skok. Analiz
komputerow poprzedzono prostym modelem analitycznym. cNagt wykonano anakiz
komputerow z wykorzystaniem systemu Abaqus. Wyznaczono adaplitgai liny, okres
drgari ttumionych, rozkiad napten wzdhg liny, wychylenie oraz przegienie masy
skupionej na kécu liny. Analizie poddane byly rowdiegmiany energii sgtystej liny.
Zaleenasci wyznaczono przy uwzdhieniu masy wiasnej liny oraz ttumienia w matexial
liny.

COMPUTER-AIDED ANALYSIS OF OSCILLATIONS
OF HYPERELASTIC LINE UNDER LOADING

The numerical model of a hyperelastic line undexdiog of a concentrated mass
is presented in the paper. The rubber bangeeiitle a jumping man has been selected
as an example of the hiperelastic line. At firssimple analytical model has been used
for calculation. Then computer analysis has beemfopmed using Abaqus system.
The amplitude of oscillations, the damped periodsdiillations, distribution of stress along
the line, displacement and acceleration of a cotreéed mass were obtained. The change
of the elastic energy of the line was analyzed. iss of the line and a damping of line
material were taken into consideration.

1. WSTEP

Skoki na bungee zostaly zainspirowane przez rdzennych mieseéer wyspy
Pentecost (Nowe Hebrydy) na Pacyfiku.zHago roku, razczyzni plemienia Vanuatu
zamieszkujcego wysp konstruuj drewniam wieze 0 wysokdci ponad 20 m. Miodzi
mezczyzni skaca z bambusowych wig zabezpieczeni lianami przyyzianymi do kostek i
kolan.

Zainspirowane przez wyspiarzy wspofczesne skokibnageezostaly pierwszy raz
wykonane przez cztonkéw “The Oxford University Dangus Sports Club”. Pierwszy
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pokaz odbyt s 1 kwietnia 1979 roku w Bristolu z mostu Clifton spension Bridge.
Wydarzenie to uznajegiza pocztek bungee jumpingGumabungegest spleciona z setek
cienkich lateksowych gumek.

W pracy przedstawiono analityczno-numeryczny matteldynamicznej analizy liny
wykonanej z materiatu hipersgystego jakim jest guma. Do symulacji komputerowej
wykorzystano komercyjny pakiet metody elementéwiskonych - Abaqus

2. MECHANIKA MATERIALU HIPERSPR EZYSTEGO
2.1 Stan odksztatcenia

Rozchgniecie wibkna materiatu (angtretch jest definiowane format

AL
Ai =1+ |_I :1+£nom' (1)
i
gdzie&,, jest odksztalceniem nominalnyatl,; jest przyrostem diugoi wiokna, al; jest

diugcscia widkna w kierunkux. Pierwszy i drugi niezmiennik odksztalceniaakreslone
przez rozcigniecia w kierunkach gtéwnych

I, = A2 A2 + A2, (2)

I, = A2+ A4+ A202. ()

Dla materiatu nigcisliwego wzgkdna obgtos¢ J jest wielkdcia stah i spetnia
zaleznosé

J =1+AV—V:)\1)\2)\3 -1 @

W przypadku liny hiperspeystej wystpuje jednoosiowe obgienie i rozcigniecia
gtowne przybieraj nastpujaca posta

A=A, (5)
A, = A, = . (6)
gdzie jest rozcignieciem wtokna w kierunku wzdiuinym liny.
2.2 Modele konstytutywne materiatu hiperspezystego

Zaleznos¢ napezenia od odksztatcenia dla materiatéw hipegspstych jest opisywana
poprzez wykorzystanie potencjatu energiigggstejU(¢) [1,2,3]
_0U(e)

o€

0)

(7)
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Przy zalgeniach izotropowsri materiatu i addytywnii czgsci dewiatorowej oraz
objetosciowej energii odksztalcenia, energodksztalcenia mma zapis& ogolnie jako
sune dwoch funkcji

u=f(1,-31,-3)+g(J-1), ®)

Powyzszy ogolny wzér jest gsto podawany w postaci sumy wielomianow [1,3]

N N

U=3¢0,-3(,-P+> (-, @

i+j=1 =Y
gdzie: stopié wielomianuN jest stad materiatovd, aC; i D; sa zaleznymi od temperatury
staltymi materialowymi. StateD; okreslaja $cisliwos¢ materiatu. Jeeli materiat jest
catkowicie nigcisliwy, wyrazy ze wspoétczynnikani); sa pomijane w (9).

Jezeli zaniedba zaleznos¢ od drugiego niezmiennike otrzymuje st zredukowan

posta& wielomianowa energii

N )
U=>YColl,-3) . (10)
i=1

W celu opisania typowej dwiadczalnej krzywej rozggania gumy wystarczajna
ogot tylko trzy pierwsze wyrazy wielomianu (10)

U=Cy(l, -3)+C,(l, -3 +C,(1, -3)° +... (11)

Model ten nosi nazg modelu Yeoh [1,3]. Dla matych odksztaicgarametrC,,
odpowiada modutowicinania G. Drugi parametriC,, jest mniejszy o rd wielkosci i
ujemny, a trzeci paramefl;gbedzie mniejszy o dwa ezly wielkasci od Cyg i dodatni.

Innym szczegélnym przypadkiem petnej postaci wietorowej (9) potencjatu jest
model Mooney-Rivlin [10,11]

U =Cy(i; -3)+ Cy(i, - 3) (12)

gdzie pocztkowa wartd¢ modutuscinania wyraa sk przez wspoétczynnikC nastpujaco

G =2(C,+Cyy) (13)

Model Mooney-Rivlin jest wykorzystywany w tej pracyo opisu charakterystyki
materiatu hiperspeystego.

3. MODEL ANALITYCZNY DRGA N MASY NA LINIE HIPERSPR EZYSTEJ
3.1 Réwnanie ruchu masy skupionej na linie

Rownanie ruchu masy skupionej M na linie hipegggstej z uwzgtdnieniem ttumienia
ma posta nastpujaca
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d?x _dx
+B—+kx=0 13
dt? Bdt 13)

gdzie x jest wychyleniem od pdenia, w ktérym lina jest rozwigia, ale nie napta.
Wspotczynnik k jest tutaj nazwany wedha sztywndcia liny, ktéra okréla
proporcjonalné  dziatapcej sity do wydhienia F =KIAL. Tiumienie jest
proporcjonalne do pdkosci i okreslone wspoétczynnikienf3. Jezeli zaniedba ttumienie,
rozwiazanie réwnania (13) jest dane wzorem

x = Asin(wyt) (14)

gdzie 0002 = . Stad wynika dobrze znany wzér na okres drgaasy M

M
T =2T[‘/— 15
0 K (15)

W pierwszej potowie okresu drggamasy M ruch odbywa sipod dziataniem sity
sprzystasci liny i sity ciezkosci. W drugim pétokresie ruch jest swobodnym spactkis
polu ckzkosci, poniewa lina ulega catkowitej relaksacji nagen (jest catkowicie luna).
Masa skupiona ma zadasp pocatkowa predkos¢ wynikajaca ze spadku swobodnego na
odcinku réwnym dtuggei liny L, tj. od punktu zamocowania do momentu reiai liny.

Majac dane pole przekrojis, wydhwzenie wzgédne AL oraz korzystajc z prawa
Hooke’a mana obliczy wzgledna sztywna@¢ na rozciganie liny

k
M

ES
k=— 16
L (16)

Zakladajc zmiare diugasci liny L 0 100% , czyldL= L, oraz stat objetos¢ materiatu,
czyli przekr6j S dwa razy mniejszy, otrzymujeg showa wartgé sztywndci liny,
czterokrotnie mniejsz k; = k/4. Dla wybranych parametrow materiatowych daleny
numerycznej (rozdz. 4.2), wzor (15) daje odpowiediy= 1,22 s dla liny nierozagnicte;j i
To= 2,43 s dla liny rozagnictej 0 100%. Obliczanie diugoi okresu wah& za pomog
wzoru (15) jest niepewne. Wz6r ten daje tylko dalrg6érm granie oszacowania okresu
drga.

3.2 Réwnanie ruchu masy na linie z uwzgtinieniem tlumienia

Rownanie ruchu masy skupionej M na linie hipeggpstej z uwzgtdnieniem ttumienia
(13) mazna przeksztatéido postaci
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2
2“;( + Zb% +w,’x=0 (17)
B

gdzie thumienie jest okéone wspotczynnikier@b = V , ktéry ma wymiar T.

Rozwigzaniem rownania (17) jest wytenie

x(t) = Alexp(- bt)sin[w/cooz - bzt) (18)

Miara ttumienia jest logarytmiczny dekrement ttumiela ktéry oblicza sj z dwoch
kolejnych amplitud

D :In%:bTo (19)

Natomiast ttumienie wzgtine Y jest ilorazem pracy sity ttumienia i energii sprstej w
czasie jednego okresu drgg]
2 2
_A’-A
2

A

Jezeli przyja¢ zmiany ttumienia wzgdnegoy gumy w przedziale <0.3, 0.7> [2], to
dekrement ttumienia zmieniagsddpowiednio od 0,18 do 0,60.
Po uwzgtdnieniu ttumienia z (18) wynika okres drfga

(20)

T=T,—21 21)

(2r)* - (D)’

Zmiana okresu drga spowodowana tlumieniem jest na og6t niewielka i w
rozpatrywanych w tej pracy zagadnieniach nie paeta 1%. Do symulacji komputerowej
drgaa swobodnych liny wybrano wagé = 0,5, co jest wartmia przecetna dla
materiatow typu gumy [2].

3.3 Uwzgkdnienie masy liny w okresie drga

Wplyw masy liny na okres drgapolega na wydieniu czasu trwania pierwszego
potokresu o wart& AT [4]

(22)
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Uwzgledniajac okres drga niezaburzony przez malny (15) mazna przepisado
postaci

AT 1m

1+ == [1+=— (23)
T, 3M

Dla masy linym=60kgi masy ciata skupionegd=75kg, okres zvgkszy s& 0 13%.

4. ANALIZA NUMERYCZNA
4.1 Metoda elementéw skiczonych i program Abaqus

Analize numeryczin wykonano na modelu sktadaym sk z elementéw skixzonych
typu prtowego dwuwztowych [5,6]. W celu wyboru dokladici siatki wykonano serie
obliczer dla modelu liny podzielonej na 100, 200, 400 i 88@mentéw. Analiza
numeryczna drga pokazata,ze liczba 400 elementéw dla liny o didgo 20 m jest
catkowicie wystarczaga. Te liczbe elementdw przyto jako podstawow przy
prowadzeniu symulaciji.

Do symulacji drga liny hiperspezystej z mas skupiom uzyto procedury
Abaqus/Explicit. Procedura catkuje réwnania ruchspesob jawny po czasie korzystag
metody opartej na #micach centralnych [6,7]. Przyrost czasu w AbagugliEit jest
okreslany w pemni automatycznie przez program i nie wgmanterwencji uytkownika.
Program oblicza aktualny przyrost czadujako iloraz maksymalnego wymiar elementu
skarczonego i pgdkoscia podhwznej fali spezystej w materiale liny. Taki wybor przyrostu
czasu zapewnia stabilftometody catkowania Explicite [6].

4.2 Analiza numeryczna drga liny

Analize numerycza wykonano przy zaleniu nastpujacych parametréw liny i masy
skupionej: diugéc liny 20 m, przekréj liny 25 chy gestasé materiatu 1,2 g/cfhy wzgkdne
ttumienie drga ¢ = 0,5, masa skupiona M = 75 kg. Materiat liny jepisany modelem
Money-Rivlin (12), w ktorym przyjto parametryC;o = 0,6 MPa iCy; = 0,06 MPa, co
oznacza poegkowy modut sztywnéci G = 1,3 MPa i material gredniej spgzystasci
[8,9]. Symulacja zostata przeprowadzona od momeytty lina jest catkowicie rozwisia,
a masa skupion® ma pedkos¢ wynikajaca ze swobodnego spadku od zamocowania do
calkowitej dtugdci liny. W tym przypadku prdkos¢ poczitkowa masy skupionej wynosi
20 m/$ . Symulacje komputerowe prowadzono dla takich omaséby otrzyma
przynajmniej dwa petne okresy drg@oniej wyniki s3 przedstawione dla czasu= 8 s.

Wychylenie masy skupionej od patnia (Rys.1) pokazuje wyiaie, ze petny jeden
okres ruchu sklada esiz dwoch czsci: ruchu pod dziatanie sity sptystej liny i sity
ciezkosci oraz drugiej cgici bedacej swobodnym ruchem w poluegkosci.
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Rys. 1. Wychylenie masy skupionej néckdiny dla dwoch pierwszych okreséw diga

Pierwszy poétokres drgawyniost T, = 2,13 s, a drugi pélokres = 2,35 s. Razem czas
trwania pierwszego okresu drfigd = 4,48 s. Odpowiednio dla drugiego okresu drgga
wartasci wynosa: T, = 2,25 s, T, = 1,37 s,T = 3,62 s. Pierwszy pétokres, wynikey z
dziataniem sity spazystej, zmienit s§ niewiele, natomiast drugi po6tokres wynikey ze
swobodnego spadku wymaie sk zmniejszyt. Prawidlow& ta powtarza gidla nastpnych
okreséw drga masy skupionej na linie.
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Rys. 2. Przgpieszenie masy skupionej M dla dwéch pierwszyobsokr drga

Wyznaczona mdkos¢ chwilowa masy skupioneyl nie wykazuje ju tak gtadkiego
przebiegu funkcyjnego, jak wychylenie. Jeszcze magularne § zmiany przgpieszenia
(Rys. 2). Maksymalna waré przyspieszenia masy skupionej M wyniosta 40mls
Oznacza to przegienie rowne 3G. Dla skokéw na bandzakltada s maksymalne
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przecizenia od 2,5G do 3,5G. Obliczona wdttqrzecizenia znalazta siw granicach
dopuszczalnych warfoi. Dla poréwnania przegienia dopuszczalne dla astronautéw
wynosz 5G (wg NASA), a dla pilotéw samolotow glivskich chwilowe przecizenia
dopuszczalne wynos5G.

Zmiany energii spzystej i zmiany amplitudy drgaw kolejnych okresach drgasa
zwigzanescisle z ttumieniem w materiale liny. Thumienie wzdhe rowne 0,5 widoczne
jest na wykresie zatmosci energii spgzystej liny od czasu (Rys. 3), gdzie energia
Sprzysta zmniejsza sio 50%.

25000

20 000 val

Energia [J]

15000 A

10000 | [/“\
5000 | /

O T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Czas [s]
Rys. 3. Zalénas¢ energii spezystej liny od czasu
Z 5000 r
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Rys. 4. Zmiany sity reakcji w punkcie zamocowainia |

Energia spgzysta przyjmuje wart& maksymala przy maksymalnym rozggnieciu
liny (Rys. 3). JednocZeie w tym momencie energia kinetyczna liny i makypsonej
przyjmuje warté¢ zero.

Analiza numeryczna sity reakcji w punkcie zamocoldimy wykazata die chwilowe
wartasci sity (Rys. 4), ktére nie mima oszacow@ analitycznie. W czasie pierwszego
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okresu wida wyrazne dwa maksima o wadciach 4834 N i 4260 N. Waroi te znacznie
przekraczaj site, ktéra wynikataby ze statycznego aofg@nia sum masy liny i masyM.
Jezeli przyja¢ mag liny m = 60 kg oraz masM = 75 kg, co daje obgienie 1350 N, to
wyznaczona sita reakcji jest 3,5 razgkgiza. Uwzgtdnienie tego faktu powinno stanawi
to istotny element bezpiearstwa przy skokach na linie band

Podwdéjne maksimum na wykresie sity reakcji, ktorgstapito w czasie pierwszego
potokresu jest zwizane z propagagjfali sprzystej podiinej. Fala jest inicjowana w
momencie szarpetia liny przez masskupion, i dociera do zamocowania po okoto 0,5 s
(Rys. 5), a nagpnie odbija s§ dwukrotnie od kacéw liny i powoduje drugie maksimum w
czasie okoto 1,5 s. Ponowny efekt fali gqystej, ale troch stabszy ména zauway¢ dla
drugiego okresu drga

'g' 4,0E+06 e 01s
» 3,5E+06 1 & 03s
?;: 3,0E+06 - 4055
% 2,5E+06 ] —=—0.7s
Z 2,0E+06 —=—09s

1,5E+06 Bt

1,0E+06 -

5,0E+05

0,0E+00 o

0 5 10 15 20 25 30 35
Odcinek liny [m]

Rys. 5. Rozkiad nagier w linie czasie od 0,1s do 0,9s

Sita reakcji w punkcie zamocowania jest pg@ina z nagzeniami na odcinku liny
przylegajcym do zamocowania. Zaieos¢ napezenia na tym odcinku pokazuje rysunek
6. Podobnie jak dla sity reakcji wystuja dwa maksima dla pierwszego okresu. 2da
oblicza site reakcji z napgzenia lub odwrotnie, ale nalg uwzgkdni¢ zmiare pola
przekroju liny wynikagca z wydtuzenia przy zatgeniu nigcisliwosci materiatu.

Maksymalne wart&i napkzenia w pobliu zamocowania ujawnighiebezpieczestwo
zwiazane z wytrzymakzia liny na rozciganie. Maksymalne wardoi napkzenia nie
mozna wyznaczy analitycznie lecz tylko na drodze numerycznej.
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Rys. 6. Zmiana naptenia w linie w pobliu zamocowania
5. WNIOSKI

Poréwnanie wynikébw modelu analitycznego i wynikovwbliozen numerycznych
prowadzi do wnioskuzze analiza numeryczna jest konieczna do wiarygodgny
napezen w linie w czasie drga Rozktad napyzen w linie jest silnie niejednorodny i
bardzo szybko zmienigjy sk w czasie. Dodatkowo rozpatrywany materiat hipersmsty
ma nieliniowa charakterystyk i wykazuje dae ttumienie, co silnie wptywa na obliczane
zmienne mechaniczne. Poniewatan napgzen i odksztalcé w linie hiperspgzystej
decyduje o bezpiec#stwie oséb wykonugych skoki, mana zalecd aby obliczenia
analityczne mechaniki skoku byly wsparte obliczeriaumerycznymi.

Rownie wane jest té oddzialywanie przegkenia na osab wykonupca skok.
Poniewa wykres pedkosci i przyspieszenia wykazuje wyfae odsgpstwa od sinusoidy,
numerycznie obliczanie przagenie jest bardziej wiarygodne.
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