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Dotychczasowa koncepcja rozwoju transportu w Polsce
jest efektem zarówno strategii rozwoju gospodarczego, jak
i przyj´tej polityki transportowej. Udzia∏ nak∏adów inwesty-
cyjnych na transport w ogólnych nak∏adach na gospodark´
narodowà stale si´ zmniejsza.

Niskie nak∏ady i wynikajàcy z tego opóêniony rozwój
transportu sà przyczynà kolejnych b∏´dów w polityce inwe-
stycyjnej. B∏´dy te doprowadzi∏y do stworzenia systemu
transportowego o bardzo ograniczonym zakresie substytu-
cji mi´dzyga∏´ziowej, który zmusza∏ do realizacji inwesty-
cji interwencyjnych. Inwestycje te nie zawsze by∏y zgodne
z programem ogólnego rozwoju transportu, cz´sto utrud-
nia∏y czy wr´cz uniemo˝liwia∏y osiàgni´cie za∏o˝onej
struktury systemu transportowego oraz pog∏´bia∏y dyspro-
porcje w rozwoju poszczególnych ga∏´zi transportu. Istnie-
je zatem potrzeba opracowania efektywnego aparatu ma-
tematycznego, który monitorujàc inwestycje w transporcie
umo˝liwi budow´ optymalnej trajektorii jego rozwoju
w czasie rzeczywistym. 

Model dynamiki rozwoju transportu

Transport jest jednym z podstawowych dzia∏ów gospodar-
ki narodowej i mo˝e byç traktowany jako jej podsystem.
G∏ównym zadaniem transportu jest wymiana dóbr i wspó∏-
praca pomi´dzy jednostkami gospodarczymi oraz oddzielny-
mi regionami kraju. Tego rodzaju zadania mo˝na zakwalifi-
kowaç do klasy problemów, nazywanych w terminologii 
B. Leontiewa, zadaniami typu „system – otoczenie”.

W budowie modelu skupionego transportu wykorzysta-
my model jednosektorowy Philipsa – Bergstroma o posta-
ci [2]:

(1)

(2)

(3)

(4)

gdzie: Y(t) – dochód uzyskany z us∏ugi transportowej, C(t)
– realne koszty produkcji transportu, K – wielkoÊç kapita∏u
podstawowego, I1(t) – nak∏ady inwestycyjne na transport
w rozpatrywanym okresie czasu, T1(t) – realna kwota podat-
ków. Parametry bezwymiarowe α, γ, λ wyst´pujàce w równa-
niach (1) - (3) charakteryzujà wzrost ekonomiczny transpor-
tu. Parametr A1, nazywany kosztem niezale˝nym okreÊla t´
cz´Êç kosztów realnych, które nie zale˝à od dochodu. Rów-

nanie (4) mo˝na otrzymaç wychodzàc z za∏o˝enia, ˝e podat-
ki realne, podobnie jak i koszty, sà funkcjami liniowymi do-
chodu realnego w przypadku, gdy B>0 i τ<1.

Model opisany równaniami (1) – (4) mo˝na w przybli˝eniu
przyjàç za liniowy, aczkolwiek trudno zak∏adaç liniowoÊç re-
alnych zale˝noÊci i brak zak∏óceƒ zewn´trznych w nim wy-
st´pujàcych.

Nowe podejÊcie, zaprezentowane w niniejszej pracy,
przedstawia zmiennà I1(t) jako sum´ dwóch sk∏adowych:

(5)

gdzie: I(t) – sà Êrodkami bud˝etowymi, zaÊ sk∏adowa W(t)
stanowi zak∏ócenia uwarunkowane czynnikami polityczny-
mi, ekonomicznymi, technologicznymi, charakterystycznymi
dla rozwoju transportu. Tak wi´c, sk∏adowà I(t) mo˝na trak-
towaç jako funkcj´ sterujàcà, zale˝nà od zmiennych endo-
gennych; natomiast komponent W(t) reprezentuje zmiennà
egzogennà, która mo˝e si´ zmieniaç w czasie w sposób nie-
okreÊlony.

Uwzgl´dniajàc wyra˝enie (5), dynamiczny model rozwoju
transportu w warunkach zak∏óceƒ nieokreÊlonych przyjmuje
nast´pujàcà postaç:

(6)

Linearyzacja modelu (1) – (4), po wprowadzeniu nowych
zmiennych x1(t), x2(t), x3(t), prowadzi do nast´pujàcych rów-
naƒ:

(7)

Wymiar ekonomiczny wprowadzonych zmiennych jest na-
st´pujàcy: x1(t)–okreÊla wydajnoÊç pracy, x2(t) – koszty za-
trudnienia jednego pracownika, zaÊ x3(t) wyra˝a Êrodki fi-
nansowe transportu, traktowanego jako dzia∏ gospodarki
narodowej. Wykorzystujàc nowe zmienne, dynamik´ rozwo-
ju transportu mo˝na przedstawiç w sposób ogólny w posta-
ci wektorowo-macierzowej:

(8)
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(9)

gdzie: x(t) = (x1(t),...,xn(t)) – wektor stanu systemu, u(t) =
(u1(t),...,un(t)) – wektor funkcji sterujàcych; w(t) = (w1(t),
...,wn(t)) – wektor zak∏óceƒ. Macierze A, B, F, C w równaniu
(8) okreÊlone sà nast´pujàco:

(10)

Najbardziej ogólnà formà wskaênika jakoÊci charakteryzu-
jàcego dynamik´ systemu (7) jest funkcjona∏:

(11)

przy czym chwila koƒcowa T jest zadana; Q – macierz do-
datnia pó∏okreÊlona o wymiarze nxn; R – dodatnio okreÊlo-
na macierz sta∏ych o wymiarze mxm. Wektor uchybu e(t) b´-
dzie mia∏ postaç:

(12)

gdzie v(t) jest wektorem po˝àdanych sygna∏ów wyjÊcio-
wych. 

Sens fizyczny funkcjona∏u (11) sprowadza si´ do znalezie-
nia takiej strategii sterowania funduszami inwestycyjnymi
w systemie (8) – (9), aby wektor sygna∏ów wyjÊciowych y(t)
by∏ „zbli˝ony” do wektora v(t) przy minimalnych kosztach
sterowania.

W celu unikni´cia sytuacji ekstremalnych, kiedy sterowa-
nie u(t) przyjmuje zbyt du˝e wartoÊci, mo˝na wprowadziç
ograniczenie, ˝e przy dostatecznie ma∏ym uchybie e(t) nie
korzystamy z du˝ych funduszy inwestycyjnych.

Zapisanie tych ograniczeƒ ekonomicznych w formie kryte-
rium matematycznego zale˝y w du˝ej mierze od technologii
procesu przewozowego. W ostatnich latach w rozwoju
transportu zarysowa∏a si´ tendencja do automatyzacji pro-
cesów technologicznych z wykorzystaniem techniki kompu-
terowej. Wprowadzenie nowych technologii informatycz-
nych otworzy∏o nowe mo˝liwoÊci w sterowaniu procesami
technologicznymi w transporcie.

Budowa regulatora w zadaniach stabilizacji polega na wy-
znaczeniu sterowania optymalnego, minimalizujàcego funk-
cjona∏ (11). Zadanie to mo˝na rozwiàzaç wykorzystujàc me-
tod´ Pontriagina, której istot´ stanowi zasada maksimum.
Z teorii sterowania optymalnego [1] wiadomo, ˝e znalezie-
nie sterowania optymalnego wymaga okreÊlenia macierzy
kwadratowej K(t), spe∏niajàcej nast´pujàce macierzowe rów-
nanie ró˝niczkowe:

(13)

Interpretacja zak∏óceƒ nieokreÊlonych
Cechà charakterystycznà modelu (1)-(4) jest fakt, ˝e wyst´-

pujàce w nim fundusze inwestycyjne mogà zmieniaç si´
w sposób nieokreÊlony. W dotychczasowych rozwa˝aniach

dotyczàcych modelowania rozwoju transportu, zak∏ócenia
w(t) traktowano w sposób chaotyczny i opisywano za pomo-
cà w∏aÊciwoÊci statystycznych. 

W niniejszej pracy przedstawiono alternatywnà metod´
opisu zak∏óceƒ nieokreÊlonych, opartà na teorii regulatorów
C.D. Johnsona [4], zak∏adajàcà ich falowà interpretacj´. Za-
k∏ócenia o strukturze falowej mogà byç matematycznie opi-
sane za pomocà modeli pó∏determinowanych, w formie
uk∏adu równaƒ ró˝niczkowych rz´du pierwszego:

(14)

gdzie symboliczne dzia∏anie _(t) stanowi ciàg nieznanych
losowych funkcji Diraca :

(15)

Uk∏ad równaƒ (14) opisuje zachowanie si´ zak∏óceƒ w(t)
w czasie. WartoÊç natychmiastowego stanu z(t) zak∏ócenia
nieokreÊlonego w(t) w chwili t zawiera pe∏nà informacj´,
niezb´dnà do okreÊlenia prawa sterowania w chwili t, rów-
nie˝ przy za∏o˝eniu, ˝e przysz∏e stany zak∏óceƒ sà nieznane.

W przypadku braku pe∏nej informacji o zak∏óceniach mo˝-
na wykorzystaç nast´pujàcà zale˝noÊç:

(16)

gdzie parametry c1, c2, ..., Cp mogà skokowo zmieniaç
w sposób chwilowo – sta∏y swoje znaczenia.

Wyra˝enie (16) mo˝na stosowaç w tych przypadkach prak-
tycznych, gdy struktura funduszy inwestycyjnych jest nie-
znana.

Interpretacja zak∏óceƒ opisanych uk∏adem równaƒ (14)
ró˝ni si´ od szumu bia∏ego, wykorzystywanego w teorii
procesów Markowa w dwóch aspektach. Po pierwsze,
w odró˝nieniu od szumu bia∏ego „wejÊcie” δ(t) w uk∏adzie
(14) nie jest g´stym ciàgiem impulsów. A to oznacza, ˝e ist-
nieje pewna liczba µ>0, przy której odst´py mi´dzy impul-
sami sà wi´ksze od µ. Po drugie, macierz D wyra˝a pe∏nà
charakterystyk´ zak∏óceƒ w(t). W przypadku szczególnym,
gdy impulsy σ(t) wyst´pujà ze wzrastajàcà cz´stotliwoÊcià,
„wejÊcie” σ(t) przybiera postaç szumu bia∏ego. Wtedy mo-
del (14) mo˝na rozpatrywaç jako wielowymiarowy proces
Markowa. 

Falowa interpretacja zak∏óceƒ w po∏àczeniu ze zmiennymi
stanu mogà byç efektywnie wykorzystane do dynamicznego
opisu rozwoju transportu, przedstawionego równaniem
wektorowym (8).

Równanie (8) nale˝y uzupe∏niç równaniem stanu zak∏óceƒ
o strukturze falowej, które stosownie do analizowanego
obiektu ma postaç:

(17)
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(18)

Zadanie sprowadza si´ do okreÊlenia takiej funkcji sterujà-
cej u(t), która zapewnia minimum funkcjona∏u (11) i jedno-
czeÊnie absorbuje zak∏ócenia nieokreÊlone w(t). W ogólnym
przypadku prawo sterowania sprowadza si´ do znalezienia
zale˝noÊci: 

(19)

gdzie x(t) – jest wektorem stanu uk∏adu, a z(t) – bie˝àcym
stanem wektora zak∏óceƒ w(t). Wiadomo jednak, ˝e zarów-
no wartoÊci x(t), jak i z(t) zazwyczaj nie mo˝na okreÊliç
w sposób bezpoÊredni. WielkoÊciami, które mogà byç mie-
rzone bezpoÊrednio, sà wartoÊci bie˝àce sygna∏ów wyjÊcio-
wych y(t). Stosownie do obiektu wyra˝onego równaniem (8),
sygna∏em wyjÊciowym jest:

(20)

Aby przejÊç do budowy regulatora absorbujàcego zak∏óce-
nia nale˝y w pierwszym kroku pokazaç, jak praktycznie
w sposób operatywny otrzymaç dane x(t) i z(t) do równania
(19) z pomiarów w czasie rzeczywistym sygna∏ów wyjÊcio-
wych y(t).

Jednym z najwa˝niejszych osiàgni´ç wspó∏czesnej teorii
sterowania jest fakt, ˝e stan natychmiastowy x(t) systemu
dynamicznego (8) przy w(t) = 0 mo˝e byç okreÊlony w cza-
sie rzeczywistym kombinowanym przyrzàdem stanu [4].
Znaczenie praktyczne przyrzàdu stanu zawarte jest w nast´-
pujàcym stwierdzeniu: je˝eli zak∏ócenia nieokreÊlone, wy-
st´pujàce w równaniu (11), majà struktur´ falowà wyra˝onà
zale˝noÊcià (14), to mo˝na zbudowaç przyrzàd stanu, który
w sposób niezawodny w czasie rzeczywistym b´dzie gene-
rowa∏ dok∏adne oceny z(t) natychmiastowego stanu zak∏óce-
nia z(t), wykorzystujàce do tego pomiary bie˝àce sygna∏ów
wyjÊciowych y(t).

Zatem regulacja uk∏adu opisanego równaniami (8), (9)
i (14) sprowadza si´ do okreÊlenia za pomocà kombinowane-
go przyrzàdu stanu nast´pujàcego prawa sterowania:

(21) 

gdzie: x(t), z(t) oznaczajà bie˝àce oceny x(t), z(t), genero-
wane przez kombinowany przyrzàd stanu na podstawie da-
nych o sygna∏ach y(t) w równaniu (12), u(t) oraz dowolnych
pomiarach sk∏adowych zak∏óceƒ.

Zazwyczaj w praktyce zak∏ócenia w sposób negatywny od-
dzia∏ujà na stan systemu okreÊlonego równaniem (8). Zatem
pojawia si´ potrzeba projektowania regulatorów absorbujà-
cych zak∏ócenia, które w sposób automatyczny neutralizo-
wa∏yby ich wp∏yw na dany uk∏ad. Aby w pe∏ni wyeliminowaç
zak∏ócenie w(t) w uk∏adzie (8), sygna∏ sterujàcy u(t) nale˝y
rozdzieliç na dwie cz´Êci [3]:

(22)

Zadaniem sk∏adowej u1(t) jest absorpcja zak∏óceƒ w(t), zaÊ
zadaniem sk∏adowej u2(t) – niezawodne sterowanie stanem
x(t). Podstawiajàc zale˝noÊç (22) do równania (8) otrzymamy:

(23)

(24)

Z równania (23) wynika, ˝e dla pe∏nej absorpcji zak∏óceƒ
wielkoÊç u1(t) powinna spe∏niaç nast´pujàcy warunek:

(25)

dla wszystkich mo˝liwych wartoÊci wektorów zak∏óceƒ
w(t).

Korzystajàc z równania (25) warunek pe∏nej absorpcji za-
k∏óceƒ przyjmie postaç:

(26)

Rozwiàzanie ogólne równania (26) wynosi:

(27) 

gdzie w charakterze macierzy Γ mo˝e byç przyj´ta dowol-
na macierz z rodziny macierzy:

(28)

(29)

Symbol [.]+ oznacza odwrócenie ogólne macierzy, zapro-
ponowane przez R. Penrose’a.

Równania (27) i (28) opisujà regulator absorbujàcy zak∏ó-
cenia. W praktyce równanie (27) mo˝e przyjàç postaç:

(30)

gdzie z(t) generowane jest kombinowanym przyrzàdem stanu.

Zastosowanie przedstawionej metodyki 
w analizie rozwoju transportu

Rozwa˝my model rozwoju ekonomicznego transportu
w warunkach zak∏óceƒ nieokreÊlonych. WyjÊciowym dla da-
nego modelu jest uk∏ad równaƒ ró˝niczkowych (7). Zgodnie
z wyra˝eniem (10) i wskaênikiem jakoÊci (11) równanie ma-
cierzowe (13) przyjmie nast´pujàcà form´ rozwini´tà:

(31) 
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Rys.1. Schemat blokowy kombinowanego przyrzàdu stanu.
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Niech parametry wchodzàce w uk∏ad równaƒ (31) przyjmà
nast´pujàce wartoÊci: α = 0,6, γ = 0,4, λ = 4, v = 2.

W charakterze zak∏óceƒ rozwa˝my funkcj´ w(t), która jest
rozwiàzaniem uk∏adu równaƒ ró˝niczkowych w postaci:

(32)

gdzie σ1(t), σ2(t) sà dyskretnymi ciàgami impulsów o nie-
znanej intensywnoÊci i nieznanych momentach wyst´powa-
nia. Impulsy σ1(t), σ2(t) generujà pojedyncze nieznane skoki
odcinkowo-liniowego zak∏ócenia w(t). Macierze H, D i F
w uk∏adzie (32) majà postaç:

(33)

Wykorzystujàc zale˝noÊci (28), (29) i (33) okreÊlimy:

(34)

gdzie z(t) generowane jest regulatorem absorbujàcym za-
k∏ócenia. 

Niech x(t) i z(t) okreÊlajà oceny bie˝àce zmiennych x(t)
i z(t). Zgodnie z równaniem (17) i równaniem wektorowym

(35)

gdzie: 

(36)

do oceny i mo˝na wykorzystaç nast´pujàce równania:

(37)

(38)

gdzie P1 jest wektorem, którego nale˝y okreÊliç, wycho-
dzàc z warunków stabilnoÊci rozpatrywanych ni˝ej.

Schemat blokowy kombinowanego przyrzàdu stanu, opi-
sanego równaniami (37) i (38) przedstawiono na rysunku 1.

Uk∏ad równaƒ (31) zosta∏ rozwiàzany przy q2 = 1, q3 = 5,
T = 4s i kroku ca∏kowania równym 0,01 s. Otrzymano nast´-
pujàce wartoÊci wspó∏czynników wzmocnienia: K11 = 0,99,
K12 = 0,191, K13 = -0,469, K22 = 1,46, K23 = -1,253, K33 =
3,74.

Podstawienie otrzymanych wartoÊci wspó∏czynników
wzmocnienia do równania wektorowego (8) prowadzi do
przesuni´cia pierwiastków równania charakterystycznego
w lewej pó∏p∏aszczyênie zespolonej. A to oznacza, ̋ e zastoso-
wana w pracy metoda sterowania optymalnego prowadzi do
zwi´kszenia stabilnoÊci dynamiki systemu ekonomicznego.

Wy˝szoÊç zaprezentowanej metody nad klasycznym mode-
lem Philipsa-Bergstroma jest szczególnie widoczna przy du-
˝ych wartoÊciach parametru α, okreÊlajàcego tempo wzrostu
spo˝ycia. I tak, przy α=0,9 model Philipsa-Bergstroma opisu-
jàcy system ekonomiczny transportu, przechodzi w stan cha-

otyczny, zaÊ stosujàc proponowany regulator pierwiastki rów-
nania charakterystycznego majà ujemne cz´Êci rzeczywiste, co
Êwiadczy o stabilnoÊci ekonomicznego rozwoju transportu. 

Zakoƒczenie

Ka˝dy dzia∏ gospodarki narodowej, w tym i transport,
funkcjonuje w warunkach zak∏óceƒ, które zazwyczaj prowa-
dzà do efektów niepo˝àdanych. Rozwojem transportu nale-
˝y sterowaç w taki sposób, aby zapewniç wymaganà jakoÊç
procesu przewozowego w warunkach nieokreÊlonych zak∏ó-
ceƒ zewn´trznych.

Metody projektowania uk∏adów sterowania zawierajà wiele
oryginalnych i efektywnych Êrodków przeciwdzia∏ania zak∏ó-
ceniom o strukturze zdeterminowanej i stochastycznej. Tym
niemniej teoria ta ciàgle niech´tnie powraca do fundamental-
nego problemu: jak efektywnie przeciwdzia∏aç zak∏óceniom
realnie wyst´pujàcym w systemach z∏o˝onych. Nie potrzeba
du˝ej wiedzy matematycznej, aby zrozumieç, ˝e uk∏ady zde-
terminowane i stochastyczne nie mogà gwarantowaç stero-
wania efektywnego w warunkach zak∏óceƒ nieokreÊlonych.

W niniejszej pracy zaproponowano nowe podejÊcie do
problematyki zak∏óceƒ w sterowaniu rozwoju transportu.
PodejÊcie to bazuje na teorii regulatorów przystosowujà-
cych si´ do zak∏óceƒ, które pozwala projektowaç wielowy-
miarowe zamkni´te uk∏ady monitoringu, „walczàce” efek-
tywnie z ró˝nego rodzaju zak∏óceniami, wyst´pujàcymi
w rozwoju transportu.

Streszczenie

W pracy przedstawiono nowe podejÊcie w sterowaniu roz-
woju ekonomicznego transportu. PodejÊcie to bazuje na
teorii regulatorów przystosowujàcych si´ do zak∏óceƒ, któ-
ra pozwala opisaç szerokà klas´ zak∏óceƒ nieokreÊlonych,
wyst´pujàcych w systemach ekonomicznych. Zastosowana
w pracy falowa interpretacja tych zak∏óceƒ pozwala projek-
towaç regulatory efektywnie sterujàce rozwojem transportu
w czasie rzeczywistym. 

CONTROL OF THE TRANSPORT’S DEVELOPMENT IN THE ACTUAL TIME
SUMMARY

In this work the new approach to the control of economic development
of transport is submitted. This approach is based on the theory of regu-
lators, which minimize and use the influence of external interference in
economic systems. The wave interpretation of these interferences, that
was used in this work let us construct regulators, which can control ef-
fectively the development of the transport in the actual time.
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